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1 はじめに

1.1 Turing不安定性とパターン形成
イギリスの数学者 Alan Turing(1912-1954)は，Turing
マシンの概念の提案とその万能性や停止問題に関する
考察によりコンピュータ科学の基礎を作ったことや，第
2次世界大戦中にはドイツ軍の暗号を解読したことなど
で有名である．Turingの生誕 100周年であった 2012年
には，彼の名を冠した様々な研究会が開催され，多くの
学術誌において特集が組まれたことは記憶に新しい．

Turingは非平衡散逸系におけるパターン形成の研究
においても重要な役割を果たしており，死去する直前の
1952年の論文で，生物の形態形成の抽象的な数理モデ
ルを考察している．Turingはこの論文で複数の化学因子
(モルフォゲン)からなる反応拡散モデルを提案し，化学
因子間の拡散速度の差により系の空間一様状態が自発
的に不安定化して時空パターンの自己組織化に至る可
能性があることを示した 1)．これは非平衡パターン形成
のパラダイムとなった記念碑的な研究である．
その後，GiererとMeinhardtにより，生物の形態形成の
典型モデルとして，自発的に増加する活性因子 (activator)
とそれを抑える抑制因子 (inhibitor)の反応拡散系という
現在では標準的となった枠組みが提案され，抑制因子
の速い拡散による長距離の側抑制が重要であり，これが
Turingによる不安定性の議論と同等であることなどが
示された 2, 3)．1990年台には化学反応実験による Turing
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パターン形成が実現されており 4, 5)，最近では，実際の
生物の形態形成過程において，Turingが理論的に仮定
したモルフォゲンの役割を果たすタンパク質や遺伝子が
特定されつつある 6, 7)．

Turing不安定性は，生態系における様々な空間パター
ン形成の原因であるとも考えられている．活性-抑制因
子系を，自発的に増加する草食動物と，それを捕食する
肉食動物からなる被食者-捕食者系と読み替えれば，そ
れらの移動拡散速度の違いによる Turing不安定性が生
じる可能性があることは，多くの数理モデルの研究に
おいて指摘されており 3, 8)，生物種の空間分布の不均一
性の原因のひとつと考えられている．また，乾燥した
地域で良く観察される大規模な縞状の植生パターンが
Turing不安定性によって生じているとの報告もある 9).

1.2 複雑ネットワーク上のダイナミクス
話は変わり，今世紀の初頭から，いわゆる複雑ネッ
トワークという概念が，物理学や応用数学の枠を超え
て，工学，生命科学，経済学，社会学に至る広範な分
野に多大な影響を与えてきている 10–13)．Strogatz 10) や
Barabási 11) によって強調されたスモールワールド性や
スケールフリー性に代表される簡潔な法則が，細胞内
酵素反応，脳神経回路，インターネット，航空路線，企
業間取引などの様々なネットワークに共通して成立する
ことが多数の研究で明らかにされており，今や複雑ネッ
トワークは実世界の普遍的な基本構造のひとつである
と考えられている．そのようなネットワーク構造の機能
的意義については今も様々な議論が行われているが，そ
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の解明には，静的なネットワーク構造の特性だけではな
く，その上でのダイナミクスについて知る必要がある．
複雑ネットワーク上の動的過程として早い時期から研
究されてきたのは感染症のモデルである．Pastor-Satorras
と Vespignani 13, 14) は，スケールフリーネットワーク上
の感染症の数理モデルを平均場近似を用いて解析し，伝
染病が蔓延し始める臨界感染確率が，系の大きさが無限
大の極限でゼロとなることを予想した．これは従来の
連続空間上の感染症モデルとは全く異なる予想であり，
非常に大きなインパクトを与えた．実際の航空路線ネッ
トワークの情報を取り入れた感染症モデルも解析され
ており 15, 16)，2003年の SARS(重症急性呼吸器症候群)
流行時の患者数データとの比較などが行われている．
ネットワーク上の動的過程としては，非線形振動子系
も詳しく調べられてきている 10, 12, 13)．これは，スモー
ルワールドネットワークの簡潔なモデルの提唱者である
Strogatzが，当初からその重要さを主張していたことに
よる．特に，ネットワークの各ノード上に位相変数のみ
によって記述される自律振動子を置いた Kuramoto型の
モデル 10) について多数の研究が行われており，振動子
の集団同期現象に対するネットワークの結合トポロジー
の影響が議論されている 17, 18)．また，ネットワークの
各ノードにカオス素子が置かれたモデルも数理的興味
から盛んに解析されている 12, 13, 19)．ネットワーク結合
振動子系の重要な実例としては電力系統が挙げられる．
交流電力系統においては，送電網につながる全ての発
電機は同期稼働している必要があり，同期の破れ (脱調)
は発電機の停止およびカスケード的な大規模停電につな
がる可能性がある．実際，送電網の一部の不具合から大
規模な停電に至った事例がしばしば報告されている 20)．

1.3 ネットワーク上の Turing不安定性とパターン形成
前節でネットワーク上の動的過程に関する代表的な研
究の例を挙げたが，複雑ネットワーク構造の意義を理解
するためには，その上に生じ得る非一様なダイナミクス
をさらに探求する必要がある．そのような試みのひとつ
として，著者らは複雑ネットワーク上の活性-抑制因子
の反応拡散系を解析し，Turing不安定性によって非一様
なパターンが自発的に形成されることを示した 21)．ま
た，3種の因子が存在する場合には，振動的 Turing不
安定性によって非一様な振動パターンが生じ得ることを
示した 22, 23)．本稿ではネットワーク上の反応拡散系に
おける Turing不安定性とパターン形成に関する著者ら
の最近の研究について概説する．
ネットワーク反応拡散系の自然界における明確な実例
は挙げにくいが，例えば生態系においては，生物種は空
間的に一様に分布しているとは限らず，細い経路でつな

がった森林や河川，湖沼のような分断された生息環境に
分布していることも多い．そのような生物群集の群はメ
タポピュレーションと呼ばれ 24)，その持続可能性につ
いて多くの議論がなされている．生物群集の生息環境
のネットワーク構造については多くの研究があり 25, 26)，
そこに被食者-捕食者系が存在すれば，ネットワーク反
応拡散系によるモデル化が妥当だと考えられる．
また，単純なモデル生物である線虫の発生過程につい
ては，卵からどのような順序で細胞が分裂し，細胞間の
接触ネットワークが形成されるかが明らかにされてお
り 27)，そのような細胞間の接触ネットワークにおける
化学物質のやりとりを通じて，初期には一様な細胞群が
分化して形態が形成されると考えられている．これは
元々Turing自身が考えた問題でもあり，ネットワーク反
応拡散系の解析によって示唆が得られる可能性がある．

2 ネットワーク上の反応拡散系

2.1 ネットワーク上の拡散
N 個のノード (頂点)からなるネットワーク (グラフ)
を考え，各ノードの番号を i = 1, ..., Nで表そう．ネット
ワークは連結で無向，つまり，任意のふたつのノード間
を結ぶ経路が存在し，また，ノード間のリンク (辺)に方
向性はないとする．ネットワークの結合トポロジーは隣
接行列Aij (i, j = 1, ..., N )で表され，ノード iと j( 6= i)
の間に結合があれば Aij = 1，なければ Aij = 0とす
る．ノード iから i自身への結合は考えない (Aii = 0)．
ノード iの持つ次数 ki，すなわちリンクの数は，隣接行
列 Aij を用いて ki =

∑N
j=1 Aij と表される．

ネットワークの各ノード上に何らかの化学物質 (ある
いは生物種)が存在するとして，その濃度 (個体数)を xi

(i = 1, ..., N )で表す．この化学物質がノード間のリンク
を通じて拡散する状況を考えよう．拡散は通常の Fick
の法則に従うとする (図 1(a))．つまり，単位時間にノー
ド jからノード iに流入する化学物質は，ノード間の濃
度差に比例し，拡散定数をDとしてD(xj −xi)で与え
られる．従って，ネットワーク上の拡散方程式は

dxi(t)
dt

= D
N∑

j=1

Aij{xj(t) − xi(t)} (1)

となる．ここで Laplacian行列を

Lij = Aij − kiδij (2)

と定義すれば (標準的な定義とは符号が異なる)，式 (1)を

dxi(t)
dt

= D
N∑

j=1

Lijxj(t) (3)

と簡潔に表すことができる．
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例えば 1 次元格子を考えて Aij = 1 (j = i ±
1), 0 (それ以外)とすると，

∑
j Lijxj = xi+1 − 2xi +

xi−1 となり，通常の連続系における Laplace作用素を
差分化したものとなる．同様に，全結合のネットワー
クを考えて Aij = 1 (j 6= i), 0 (j = i) とすると，∑

j Lijxj = N(x̄ − xi)という平均場型の結合となる．
ここで x̄ =

∑
j xj/N は xi の平均場を表す．

2.2 ネットワーク上の反応拡散系
ネットワークの各ノード上にM 種類の化学物質があ
るとして，ノード i 上の化学物質の濃度の組をベクト
ル xi = (x(1)

i , ..., x
(M)
i )T で表そう．ここで上付き文字

m = 1, ..., M は化学種の番号を示し，T は転置を表す．
どのノード上でも同じ化学反応が起きており，ノードが
孤立している時には，その反応ダイナミクスが

d

dt
x(t) = F(x(t)) (4)

で表されるとする．ノード間のリンクを通じた化学物質
の拡散を考えると，ネットワーク上の反応拡散方程式は

d

dt
xi(t) = F(xi(t)) + D

N∑
j=1

Lijxj(t) (5)

となる．ここで，化学物質mの拡散定数をDmとして，
拡散定数行列を D = diag(D1, ..., DM )と定義した．

Laplacian行列の性質

N∑
j=1

Lij =

 N∑
j=1

Aij

 − ki = 0 (6)

より，全ての化学種の濃度がネットワーク上で一様で

xi(t) = x0(t) (i = 1, ..., N) (7)

ならば，これは反応拡散方程式 (5)の解である．ここで
x0(t) は式 (4) の解で dx0(t)/dt = F(x0(t)) を満たす．
このネットワーク上の一様解は，拡散がないときには線
形安定であったとしても，拡散の導入によって不安定化
する可能性がある．これは拡散誘起不安定性と呼ばれ，
Turing不安定性はその代表例である．

2.3 線形安定性解析
ネットワーク上の Turing不安定性については，既に

1971年に Othmerと Scrivenによって一般的に解析され
ているが 28)，扱われたネットワークの例は三角格子や
ハニカム格子，多面体などの規則的なものであった．そ
の後，Horsthemkeらにより，小規模なランダムネット
ワーク上の Turing不安定性が解析された 29)．
式 (7)で表されるネットワーク上の一様状態が定常で
時間依存せず，x0 が F(x0) = 0を満たす式 (4)の安定
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図 1 (a)ネットワーク上の拡散．(b)スケールフリーネットワー
クの例 (N = 100, 〈k〉 = 2)．(c-f)スケールフリーネット
ワーク (N = 100, 〈k〉 = 10)の (c)次数 ki，(d) Laplacian

固有値 Λ(α)，(e) 全ての Laplacian 固有ベクトル (絶対
値 |φ(α)

i |の濃淡プロット，縦軸がモード番号 α,横軸が
ノード番号 i)，(f) いくつかの典型的な Laplacian 固有
ベクトル (ノード番号 iに対してプロット)．

な固定点であるとしよう．この一様定常解 xi(t) = x0

に，ノード毎に異なる微小摂動 yi(t)が加わったとして，

xi(t) = x0 + yi(t) (i = 1, ..., N) (8)

と表す．これを式 (5)に代入して線形化すると

d

dt
yi(t) = J(x0)yi(t) + D

N∑
j=1

Lijyj(t) (9)

となる．ここで J(x0) はベクトル場 F(xi) の点 xi =
x0 における Jacobi 行列で，その成分は Jij(x0) =
∂Fi(x)/∂xj |x=x0 (i, j = 1, ..., N)で与えられる．
線形化方程式 (9)を解析するために，Laplacian行列Lij

の固有値 Λ(α) と対応する固有ベクトル (φ(α)
1 , ..., φ

(α)
N )

を導入しよう．ノード数がN なので，固有値と固有ベク
トルのペアもN 組あり，それらを固有モード番号 α =
1, ..., N で表す．これらは固有値方程式

N∑
j=1

Lijφ
(α)
j = Λ(α)φ

(α)
i (10)
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により決定される．Lij は実対称行列なので固有値は全
て実であり，対応する固有ベクトルは

∑N
i=1 φ

(α)
i φ

(β)
i =

δα,βと正規直交化できる．また，連結なネットワークの
Laplacian行列は，ゼロ固有値をひとつだけ持ち，それ
以外は全て負であることが知られている 13)．以下，固
有値が 0 = Λ(1) > Λ(2) ≥ ... ≥ Λ(N) という順に並ぶよ
うにモード番号 αを与える．

Laplacian固有ベクトルを用いて，摂動 yi(t)を

yi(t) =
N∑

α=1

c(α) exp
[
λ(α)t

]
φ

(α)
i (11)

と展開する．ここで c(α) = (c(α)
1 , ..., c

(α)
M )T は α番目の

Laplacian固有モードの展開係数ベクトル，λ(α)はその
線形成長率である．これを線形化方程式 (9)に代入して，
c(α) が非自明な解を持つとすると，特性方程式

det |J(x0) + DΛ(α) − λ(α)I| = 0 (12)

が得られる．ここで Iは単位行列を表す．この方程式か
ら，各 α = 1, ..., N に対して，線形成長率 λ(α)のM 個
の値が Laplacian固有値 Λ(α)の関数として決定される．
系の一様解が線形安定であるためには，全ての固有
モード αについて，そのM 個の成長率の実部が負でな
くてはならない．系のパラメータを変化させたときに，
ある固有モードの成長率のうち，最大の実部を持つもの
の実部がゼロを超えると，この固有モードは成長を始
め，一様解は線形不安定となる．この最初に不安定化す
る固有モードを臨界固有モードという．ここで成長率が
実数ならば通常の Turing不安定性が生じる．一方，成
長率が複素数の場合は振動的な不安定性が生じる．振
動的な不安定性の可能性についても Turingの原論文中
で指摘されているため 1)，これを振動的 Turing不安定
性と呼ぶことにする（連続媒質においては，そのような
不安定性によって定在波や進行波が生じるため，wave
不安定性とも呼ばれる）．そこで Turingが指摘したよ
うに，振動的な不安定性が生じるためにはM ≥ 3であ
る必要がある 1, 22, 30)．これは連続媒質上に限らず，無向
ネットワーク上においても同様である 22, 23)．

2.4 スケールフリーネットワーク
ネットワークの結合トポロジーとして，良く知られ
た Barabási-Albertの preferential attachmentアルゴリズ
ムによって生成したスケールフリーネットワークを考
えよう 11)．先に述べたように，実世界の様々なネット
ワークがスケールフリー性を持つこと，つまり次数分
布が特徴的なスケールのないベキ則に従うことが示さ
れているが，現実の被食者-捕食者系の生息環境や，発
生時の細胞間の接触ネットワークの例としては，必ずし

も適切ではない可能性がある．しかし，スケールフリー
ネットワークは以下に述べる単純な性質を持つため，理
論的に見通しが良く，ダイナミクスの一般的な性質を調
べる上で有用である．

Barabási-Albertアルゴリズムによって生成したランダ
ムなスケールフリーネットワークの例を図 1(b)に示す．
スケールフリー性を反映して，多数のリンクを持つ少
数のハブ的なノードと，少数のリンクしか持たない多
数の周辺ノードが存在することがわかる．図 1(c)に各
ノード iの次数 ki を示す．ノード番号 iは次数が k1 ≥
k2 ≥ ... ≥ kN となるように定める．後で述べるように，
これはスケールフリーネットワーク上のパターンを表
示する簡便な手法を与える．図より，ノードの最大次数
と最小次数の間には大きな隔たりがあることがわかる．
図 1(d)には同じネットワークの Laplacian固有値 Λ(α)

を示す．既に述べたように，固有値が大きな順に並ぶよ
うに固有モードの番号 αを定めており，固有値の最大
値と最小値にも大きな隔たりがあることがわかる．
図 1(e) に，このスケールフリーネットワークの全

Laplacian 固有ベクトル {φ(α)
i } を示す．ここで横軸は

ノード番号 i，縦軸はモード番号 αである．明確な対角
線状の構造が見て取れるが，これは各固有ベクトルの
大きく変動する成分が，それぞれ特定の値に近い次数
を持つノード上に局在しているためである．図 1(f)に
示すように，例えば，大きな負の値の Laplacian固有値
(α = 95)に対応する固有ベクトルは，大きな次数のハ
ブ的なノードにのみ成分を持ち，逆に，ゼロに近い固
有値 (α = 5)を持つ固有ベクトルは，小さな次数の周辺
ノードに成分を持つ．このように，スケールフリーネッ
トワークの次数と固有値・固有ベクトルの間には明確な
対応関係がある 21, 31)．これは，スケールフリーネット
ワークでは次数が特に重要な意味を持つことを示してお
り，実際，次数で整理することにより，その上で生じる
Turing不安定性を解釈できる．なお，ここで示した固有
ベクトルの局在性については，固有値方程式 (10)の平
均場近似と摂動解析により，定性的に説明できる 32)．

3 定常 Turing不安定性とパターン形成

3.1 Mimura-Murrayの被食者-捕食者モデル
具体的な反応拡散系のダイナミクスとして，まず

MimuraとMurrayによって考察された被食者-捕食者の
2種が相互作用するモデルを考えよう 8)．連続媒質上の
Mimura-Murrayモデルは Turing不安定性によって空間
周期パターンを生じることが示されており，これをネッ
トワーク上に一般化する．ネットワークの各ノードは
個々の生息領域を表し，被食者数 uと捕食者数 v のふ
たつの変数を持つ．ノード iの変数を xi = (ui, vi)T と
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図 2 (a) N = 200, 〈k〉 = 10のスケールフリーネットワークに
おける各 Laplacian固有モードの線形成長率．ε = 0.425

( 印), 0.060 (赤い +印)について表示．(b) (a)に
示したふたつの臨界固有モードのノード番号 i に対す
るプロット．(c-d) (b)に示したふたつの臨界固有モード
をネットワーク上に表示．固有モードの局在性に対応し
て (c)ネットワークの周辺部 (α = 15) あるいは (d)ハ
ブ部 (α = 190)に局在した分化が起こる．(e)十分に緩
和した後の定常 Turingパターン (N = 1000, 〈k〉 = 20,

σ = 15.6, ε = 0.12)．ノード番号 i に対してプロット．
曲線は平均場近似の結果．(f)ヒステリシス．σ を増減
させて測定した定常 Turing パターンの振幅 Aを表示．
矢印は σ を変化させた方向を表す．

表す．両種はネットワークを介して異なる生息領域間を
拡散する．各ノードにおける被食者-捕食者の相互作用
を表すダイナミクス F(x) = (Fu(u, v), Fv(u, v))T は，

Fu(u, v) = {(a + bu－ u2)/c－ v}u,

Fv(u, v) = {u－ (1 + dv)}v (13)

で与えられる 8)．パラメータは a = 35, b = 16, c = 9,

d = 2/5で，固定点は x0 = (u0, v0)T = (5, 10)T となる．
また，被食者と捕食者の拡散定数をそれぞれ Du = ε，
Dv = σεと表す．ここで εは全体的な拡散定数を，σは
被食者に対する捕食者の拡散定数の比を表す．

3.2 線形安定性と臨界固有モード
図 2(a)に，スケールフリーネットワーク上のMimura-

Murrayモデルの一様定常解に与えた摂動の各固有モー
ドの線形成長率を，大小ふたつの εの値について示す．

グラフの横軸は Laplacian固有値 Λ(α) を，縦軸は対応
する固有モードの成長率の最大値 λ(α) を表す．被食者
に対する捕食者の拡散定数の比 σ がある臨界値 σc (図
2の状況では 15.5程度)を超えると，ある臨界固有モー
ド αc の最大の線形成長率 λ(αc) がゼロを超え，一様定
常解は不安定化することがわかる．臨界固有モードは拡
散定数 εの値に依存して変化する．
図 2(a)に対応する臨界固有モード (αc = 15, 190)を図

2(b)に示す．図 1(e)に示したように，各固有モードの揺
らぎの大きい成分は，特定の次数を持つノード群に局在
している．図 2(c),(d)は，臨界固有モード (αc = 15, 190)

をネットワーク上に示したものである．ここで，リンク
数の多いハブ的なノードは中央に，リンク数の少ない周
辺的なノードは外縁部に配置されている．各固有モー
ドの次数に対する局在性を反映して，図 2(c)では周辺
部のノードが分化しており，一方，図 2(d)では中央の
ハブ的ノードが分化していることがわかる．Turing不
安定性が起きた直後には，このようなパターンがネット
ワーク上に生じる．

3.3 定常 Turingパターンと平均場近似による解釈
数値シミュレーションによると，この Turing不安定
性に対応する分岐は亜臨界であり，微小摂動の発展は弱
い非線形領域には留まらず，強い非線形緩和を経て定常
状態に達する．そのため，図 2(e)に示すように，最終的
に得られる定常 Turingパターンは臨界固有モードとは
大きく異なる．また，パラメータ σを増減させて定常パ
ターンの振幅A =

(∑N
j=1[(uj − u0)2 + (vj − v0)2]

)1/2

をプロットすると，図 2(f)に示すようなヒステリシス
が観察される．
さて，図 2(e)はネットワーク上の定常 Turingパター
ンを次数 ki の大きい順にソートしたノード番号 iに対
してプロットしたものであり，揺らぎはあるものの，何
らかの明確に規則性のある分布パターンが見て取れる．
これを解釈するために，スケールフリーネットワークの
解析において良く使われる平均場近似 14)を適用しよう．
この近似では，ネットワークの詳細な結合トポロジーを
一切無視し，各ノードは単にその次数に応じてネット
ワーク全体の大域的な平均場の影響を受けていると考
える．このとき，反応拡散系 (5)の拡散項は

N∑
j=1

Lijxj =




N∑
j=1

Aijxj


 − kixi � ki(x̄ − xi) (14)

と近似できる．ここで x̄は次数の重みを考慮したネッ
トワーク全体にわたる xi の平均場であり，

x̄ =
N∑

j=1

kj

ktotal
xj , ktotal =

N∑
j=1

kj (15)
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と定義される．この近似の下では，反応拡散系 (5)は各
ノード毎に独立した方程式に分離され，

d

dt
xi(t) = F(xi(t)) + kiD {x̄(t) − xi(t)} (16)

という形に書くことができる．従って，この近似の下
では，同じ次数を持つノードは全て同じ式 (16)に従い，
行列 kiDの各要素がその分岐パラメータとなる．今の
場合，kiD = kidiag(ε, σε)なので，σ を固定すれば εki

が分岐パラメータとなり，各ノードのダイナミクスはそ
の次数によって決まることがわかる．
図 2(e)の曲線は，平均場近似下の式 (16)の固定点に
おける uiの値を各 iに対してプロットしたものである．
次数 ki の変化に対応して不完全ピッチフォーク分岐が
生じており，各ノードは安定固定点を 1個持つか，ある
いは 2個の安定固定点と 1個の不安定固定点を持つか
のいずれかである．ここで平均場 x̄の値は直接数値計
算で得た最終的な定常パターンから求めたものを用い
ている (近似的な自己無撞着方程式を数値的に解くこと
により理論的にもある程度は決定できる)．直接数値計
算によって得られた定常 Turingパターンは，これらの
安定固定点の周辺に分布していることがわかる．
このように，スケールフリーネットワーク上に生じる

Turingパターンの形状については，平均場近似によって
解釈できる．すなわち，スケールフリーネットワークに
おいては，次数に依存した強度で平均場からの を
受ける各ノードのダイナミクスの分岐ダイアグラムが，
定常 Turingパターンとして観察されているものと解釈
できる．これはスケールフリーネットワークにおける次
数の重要性を直接反映する結果である．もちろん，平均
場近似は詳細なノード間の結合を一切無視した近似で
あり，そのまわりのパターンのばらつきは，実際のネッ
トワーク結合の不均一性などによって決まる．これを再
現するために，さらに式 (16)にランダム性を導入する
事も可能ではあるが，本質的な部分は平均場近似によっ
て捉えられていると考えられる．

4 振動的 Turing不安定性とパターンダイナミクス

4.1 3種の食物連鎖モデル
次に，ネットワーク構造を持つ生息環境において，頂
点捕食者-中間捕食者-被食者の 3種が相互作用するメタ
ポピュレーションモデルを考えよう (図 3(a))．このモデ
ルでは，通常の Turing不安定性と振動的 Turing不安定
性の両者が生じるが，ここでは後者に注目する．
被食者数を u,中間捕食者数を v,頂点捕食者数をwで
表し，ノード iの変数を xi = (ui, vi, wi)T とする．捕
食-被食相互作用の記述に Hollingタイプ II型の応答関
数 3) を仮定すると，各ノードにおける種間の相互作用

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

図 3 (a)頂点捕食者-中間捕食者-被食者からなる生態系モデ
ル．(b) 摂動の各固有モードの最大線形成長率の実部
と虚部．ε = 0.0022，σu = 53.42，σv = σw = 1．
(c)ネットワーク上の局在振動．(d)振幅の分岐パラメー
タ σu 依存性．(e)局在振動パターンの時間発展 (下)と
臨界固有モード (上)．(f)拡散誘起振動に起因する絶滅．
〈w〉 =

PN
j=1 wj/N は頂点捕食者の個体数 wi の平均．

ε = 0.001，σu = 675，σv = σw = 1．

ダイナミクス F = (Fu, Fv, Fw)T は

Fu(u, v, w) =
[
au − buu − cu

v

u + µ

]
u,

Fv(u, v, w) =
[
−av + cv

u

u + µ
− dv

w

v + ν

]
v,

Fw(u, v, w) =
[
−aw + dw

v

v + ν

]
w (17)

となる．ここでパラメータは au = 1, bu = 1, cu = 1,
av = 1/4, cv = 1, dv = 1, aw = 1/2, dw = 1,
µ = ν = 1/2にとる．固定点は x0 = (u0, v0, w0)T =
(1/2, 1/2, 1/4)T となる．拡散定数行列は，ε を全体的
な拡散定数，σu,v,w を各々の種の拡散定数の比として
D = diag(Du, Dv, Dw) = diag(εσu, εσv, εσw)と表す．
一様定常解の線形安定性解析は，先のMimura-Murray
モデルの場合と同様である．図 3(b)にN = 50, 〈k〉 = 8
のスケールフリーネットワーク上で振動的な Turing不
安定性が生じた状況における各固有モードの成長率の実
部と虚部を示す．ある固有モードの実部がゼロを超え，
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一様定常解が不安定化している．このとき成長率の虚部
はゼロではないので，この不安定性は振動的である．

4.2 臨界固有モードと振動的 Turingパターン
Mimura-Murray モデルの場合と同様に，一様解の不
安定化によってネットワーク上に局在したパターンが
生成されるが，このパターンは時間的に振動を続ける．
直接数値計算によると，この振動的 Turing不安定性に
よって，特定の次数のノード近傍に局在した振動が生じ
る．この不安定化は超臨界 Hopf分岐に対応し，生じた
パターンは弱い非線形性によって抑えられる，その結
果，特定の次数のノード近傍に局在した振動が観察され
る (図 3(c,e))．分岐パラメータ σu を変化させると，パ
ターンの振幅 Aの時間平均は分岐点からの距離の平方
根でスケールし (図 3(d))，ヒステリシスは生じない．臨
界固有モードと，振動的 Turingパターンの時間発展を
ノード番号に対してプロットしたものを，図 3(e)に示
す．分岐が超臨界であるため，分岐点近傍でのパターン
は臨界固有モードとほぼ対応がつく．系は全体として定
常なリミットサイクル振動を示している．

4.3 振動による種の絶滅
このモデルで見出された興味深い現象として，分岐
点から遠く離れたところでは，振動的 Turing不安定性
によって生じる個体数の変動が定常なリミットサイクル
振動には収束せず，長い時間振動を続けた後，最終的に
はいくつかの種が絶滅してしまうというものがある (図
3(f))．これは，ネットワーク上のメタポピュレーション
において，生物種の拡散の効果によって生態系が不安定
となる状況を示している．もちろんこれは単純な数理モ
デルの一挙動に過ぎないが，通常，生物種の拡散は生態
系の安定性を高めるものと考えられおり，その正反対の
状況が生じる可能性を示唆するものとして興味深い．

5 まとめ

複雑ネットワーク上の反応拡散系における非一様な
Turingパターンについて概説した．2成分の活性-抑制因
子 (被食者-捕食者)系では，通常の連続媒質の場合と同
様に，拡散定数の比が臨界値を超えると系の一様解が不
安定化した．スケールフリーネットワーク上のMimura-
Murrayモデルでは，この Turing不安定性は亜臨界分岐
に対応し，系に強いヒステリスが観察された．最終的な
Turingパターンは臨界固有モードとは大きく異なるが，
平均場近似によりその骨格を理解できた．3成分の食物
連鎖モデルにおいては，振動的な Turing不安定性が観
察された．これは超臨界分岐に対応し，最終的な振動的
Turingパターンは臨界固有ベクトルを用いてほぼ説明

できた．また，分岐点から遠方では，拡散の効果によっ
ていくつかの種が絶滅に至る可能性が示唆された．
実世界の生態系に対しては制御された実験を行うこ
とが難しいため，そこで観察される空間パターンが実際
に Turing不安定性によるものであるかどうかを検証す
ることは難しい．しかし，近年では遺伝子操作によって
実効的に被食者や捕食者のように振る舞う細菌をデザイ
ンして相互作用させることが可能となっている 33)．ま
た，マイクロフルイディクスの発展により，ネットワー
ク構造をなすミクロな反応槽を作る事も可能となってい
る 34)．そのような実験手法の発展により，いずれはミ
クロな人工生態系においてネットワーク Turingパター
ンが実現されることを期待してもよいだろう．
最後になったが，本誌は「ながれ」であるにもかかわ
らず，本稿では「拡散」についてしか議論しなかった．
通常の連続媒質の場合には，活性-抑制因子の反応移流系
においても，空間一様解が不安定化して非一様なパター
ンが形成されることが示されている 35)．同様に，ネッ
トワーク上においても，拡散ではなく流れに誘起される
パターン形成が生じ得るものと考えられる．これに関し
て，著者らは最近の研究でネットワーク上の保存的な流
れに移流されるパッシブスカラーの問題を考察した 36)．
この解析をネットワーク上の活性-抑制因子の反応移流
系に拡張することにより，拡散による Turing不安定性
とは定性的に異なる，流れによるパターン形成がネット
ワーク上においても生じることが分かりつつある．
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