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1. まえがき
複数の相互作用する自励振動要素 (振動子)からなる結

合振動子系は，実世界の様々なリズム現象のモデル化に
用いられてきた1)．その顕著な挙動は振動子間の相互同期
現象であり，特に蔵本モデルに代表される結合位相振動
子系の示す集団同期転移はよく知られている1)～6)．現象
によって振動子間の相互同期が望ましい場合も望ましく
ない場合もあるが，非同期状態が不安定化して同期状態
に至るメカニズムの理解は重要である．本稿では，最も
シンプルで詳しく調べられてきた大域結合位相振動子系
の振動子数が大きい極限における非同期状態の安定性と
集団同期転移について，古典的な結果を概説する．ふた
つの典型的な状況として，振動数が不均一だがノイズは
受けていない系 (蔵本モデルはその代表である)と，振動
数は均一だがノイズを受けている系が考られてきており，
それぞれに対する基本的な解析を紹介する．また，最近
発展したOtt-Antonsen仮説に基づく蔵本モデルの解析
法と，いくつかの関連する話題について簡単に触れる．

2. 結合位相振動子系
2.1 リミットサイクル振動子の位相縮約
結合位相振動子系は，一般のリミットサイクル振動子

の結合系から，振動子間の相互作用が弱い場合に有効な
力学系の低次元化法である位相縮約法によって導出され
る．リミットサイクル振動子の時間発展が常微分方程式
Ẋ(t) = F (X) によって表されるとする．ここでX(t)

は時刻 tにおける振動子の状態を表す適当な次元の実ベ
クトルで，滑らかなベクトル場 F (X)はX のダイナミ
クスを表す．この系は周期 T の漸近安定なリミットサイ
クルX0(t+ T ) = X0(t)を相空間内に持つとする．
このリミットサイクルとその吸引領域には，以下のよ

うな「位相」を導入できる1)～4), 7)～9)．振動子の状態Xに
対して [0, 2π)の位相を与える関数を θ̂(X)としよう．位
相関数 θ̂(X)は，振動子の状態X が Ẋ(t) = F (X)に
従って時間発展するときに，その位相 θ(t) = θ̂(X(t))が
常に一定の振動数 ω = 2π/T で増加するように定義され
る．つまり，振動子の位相は θ̇(t) = ω に従って 0から
2πまで単調増加する (図 1)．以下，リミットサイクル上
の位相 θの点における振動子の状態をX0(θ)と表す．

このリミットサイクル振動子が弱い入力に駆動されて

Ẋ(t) = F (X) + ϵp(X, t) (1)

という式に従っているとしよう．ここで入力 p(X, t)は
一般に振動子の状態X と時間 tに依存し，ϵ (≪ 1)は入
力の弱さを表す微小パラメータである．入力が十分に弱
く，状態X(t)は入力を受けていないときのリミットサイ
クルの近傍に留まるとすると，その位相 θ(t) = θ̂(X(t))

はO(ϵ)までの近似で

θ̇(t) = ω + ϵZ(θ) · p(θ, t) (2)

という 1次元の位相方程式に従うことが示せる．ここで，
Z(θ) = ∇θ̂(X)|X=X0(θ) はリミットサイクル上におけ
る位相関数 θ̂(X)の勾配ベクトルで，位相感受関数と呼
ばれる．また，入力 p(X, t)中のXをリミットサイクル
上の点X0(θ)で近似して，θ の関数 p(θ, t)と表してい
る．このような位相縮約法は，弱く相互作用する結合振
動子系の解析に重要な役割を果たしてきた．その詳細に
ついては文献1)～4), 7)～9)などをご参照頂きたい．

0
(=2π)

θ(t) = ω

π

3π/2

π/2
θ

0 50 100
t

-2
-1
0
1
2

u

0 50 100
t

  0

  2π

πθ

(a)� (b)�

図 1 リミットサイクル振動子の位相
(a)リミットサイクル振動の波形 (FitzHugh-南雲モデル7) の膜
電位変数 u) と対応する位相 θ の時間発展．(b) リミットサイク
ルとその近傍の位相．入力を受けていないときは位相 θ が常に一
定の振動数 ω で増加するように定義される．

2.2 大域結合位相振動子系
近年，ロンドンのミレニアム橋が多数の歩行者の歩行

リズムの集団同期によって揺れた現象や，共通の台に置
いたメトロノームが相互同期する現象が，YouTubeな
どで有名になっている．そのような状況のモデルとして，
全ての振動子が大域的に結合した振動子系を考えよう．
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N 個の振動子が，それらの作り出す大域的な平均場を
介して弱く相互作用しているとする (図 2)．

Ẋℓ(t) = Fℓ(Xℓ) +
K

N

N∑
j=1

H(Xj) (3)

ここでXℓは ℓ (= 1, ..., N)番目の振動子の状態，Fℓ(Xℓ)

はそのダイナミクス，K ≥ 0は結合強度，H(X)は各振
動子の平均場への寄与を表す関数である．このモデルは，
Fℓ間の差異と相互作用が小さいとき，位相縮約によって

θ̇ℓ(t) = ωℓ +
K

N

N∑
j=1

Γ(θℓ − θj) (4)

という大域結合位相振動子系に近似できる．ここで θℓは
ℓ番目の振動子の位相，ωℓは振動数を表し，

Γ(ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0
dψZ(ϕ+ ψ) ·H(X0(ψ)) (5)

は振動子間の実効的な相互作用を表す 2π-周期的な位相
結合関数で，式 (2)の右辺第 2項をさらに平均化近似す
ることによって得られる2)～4), 7)～9)．
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図 2 大域結合位相振動子系
(a)大域結合振動子系．各振動子が大域的な平均場を作り出し，そ
の影響下で運動する．(b)振動数の確率密度関数 (Lorentz型)．
各振動子の振動数はこの確率密度関数から独立に選ばれる．

2.3 ノイズを受けていない不均一な系
大域結合位相振動子系の典型例として，振動数 ωℓ が

不均一であるとして，これをひと山の対称な確率密度関
数 g(ω)からランダムに選ぶ場合がある．よく扱われる
例は，g(ω)がGauss型の場合や，Lorentz(Cauchy)型

g(ω) =
γ

π

1

(ω − ω0)2 + γ2
(6)

の場合である (図 2)．ここで ω0は分布の中央値，γは幅
を表す．その他の形状の g(ω)も解析されており，様々な
現象が生じるが6), 10)，本稿では上記の場合に話を限る．
特に，位相結合関数が最もシンプルな引力的相互作用

を表す Γ(ϕ) = − sinϕの場合には，式 (4)は

θ̇ℓ(t) = ωℓ −
K

N

N∑
j=1

sin(θℓ − θj) (7)

となる．これは「蔵本モデル」と呼ばれ，その集団同期
現象は詳しく調べられており2)～6), 結合強度K がある臨
界値Kc よりも大きければ，相互作用の効果が振動数の
不均一性の効果に打ち勝って，系は集団同期する (図 3)．
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図 3 蔵本モデルの集団同期現象
ランダムな初期条件から出発した各振動子の相対位相 θj − Θの
時間発展 (Θは式 (9)で定義される集団位相)．Γ(ϕ) = − sinϕ,

N = 200．一部の振動子のみを表示．

2.4 ノイズを受けた均一な系
実世界の振動子は何らかの揺らぎを受けていることが

多いため，式 (4)にノイズを加えた大域結合位相振動子系

θ̇ℓ(t) = ω +
K

N

N∑
j=1

Γ(θℓ − θj) +
√
2Dξℓ(t) (8)

もよく扱われる．これはLangevin方程式 (確率微分方程
式と等価)11)であり，各振動子は独立な白色Gaussノイ
ズ ξℓ(t)に駆動されている．ここで，各 ξℓ(t)は ⟨·⟩を統
計平均として ⟨ξℓ(t)⟩ = 0, ⟨ξℓ(t)ξm(s)⟩ = δ(t − s)δℓ,m
によって特徴づけられ，Dはノイズの強さを表す．また，
ノイズの効果を明確にするために，振動数 ωℓは均一で，
全て同じ値 ωをとるとしている．この系の集団同期現象
も詳しく調べられてきており2), 3)，結合強度K がある臨
界値Kc よりも大きければ，相互作用の効果がノイズの
効果に打ち勝って，やはり系は集団同期する (図 4)．

2.5 秩序パラメータ
系の振動子間の同期の度合いは，蔵本の導入した2), 3)

z = R exp(iΘ) =
1

N

N∑
j=1

exp(iθj) (9)

で与えられる秩序パラメータの振幅Rによって定量化さ
れることが多い．Rは 0から 1までの値を取り，系の振
動子が全く同期しておらず，各 θj がばらばらに運動して
いればN → ∞の極限でR = 0となる (N が有限の場合
にはO(1/

√
N)程度で揺らぐ)．一方，系の全ての振動子

が完全に同期しており，全ての θj が等しければ，R = 1
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図 4 ノイズを受けた均一な系の集団同期現象
ランダムな初期条件から出発した各振動子の相対位相 θj − Θの
時間発展 (Θは式 (9)で定義される集団位相)．Γ(ϕ) = − sinϕ,

N = 100．一部の振動子のみを表示．

となる．また，R > 0のときのΘは系の集団振動の位相
を与える．特に，Γ(ϕ)が sin型の場合には，R exp(iΘ)

は系の平均場となり，重要な役割を果たす．
上記のいずれの系でも，Γ(ϕ)として適切な引力的相互

作用を選べば，ある臨界結合強度Kc を境に集団同期転
移が生じる．結合強度がK < Kcのときには，系の個々
の振動子はばらばらに振る舞い，位相が一様分布した状
態が安定で，(N → ∞の極限で)R = 0となる．一方，
K > Kcのときには，多数の振動子が集団同期を起こし，
位相が一様分布した状態は不安定化して R > 0となる．
なお，Kcの値は系によって異なり，Γ(ϕ)の形状，振動
数分布 g(ω)，ノイズ強度Dなどによって決まる．
ノイズを受けていない不均一な蔵本モデルの定常状態

における秩序パラメータの振幅 Rを結合強度K に対し
てプロットしたものを図 5に示す．K が臨界値Kcを超
えるとRが急に増加に転じていることがわかる．ノイズ
を受けた均一な系に対してもRは同様の依存性を示す．
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図 5 蔵本モデルの秩序パラメータの結合強度依存性
蔵本モデルの定常状態における系の秩序パラメータの絶対値Rの
K 依存性と振動子の位相の分布．K = Kc で集団同期転移が生
じる．Γ(ϕ) = − sinϕ, N = 8000．若干の揺らぎは有限サイ
ズ効果による．

3. ノイズを受けた均一な系の解析
3.1 非線形 Fokker-Planck方程式
まず，Langevin方程式 (8)で記述されるノイズを受け

た均一な大域結合位相振動子系を，振動子数N → ∞の
極限で考察しよう．N 個の振動子の位相 θ = (θ1, ..., θN )

のN 体確率密度関数 (probability density function, 以
下 PDF) P (θ, t)は，多変数の Fokker-Planck方程式

∂

∂t
P (θ, t) = −

N∑
ℓ=1

∂

∂θℓ

{[
ω +

K

N
×

N∑
j=1

Γ(θℓ − θj)
]
P (θ, t)

}
+D

N∑
ℓ=1

∂2

∂θ2ℓ
P (θ, t) (10)

に従う11)．
大域結合系においては，全ての振動子が同様の状況下

にあるため，どの振動子も統計的に同じ性質を示す．そこ
で，解析を進めるために，あるひとつの振動子 kの位相
θk のみに着目して，N 体の PDF P (θ, t)を他の全ての
位相変数を周辺化 (積分)して得られる θkの 1体のPDF

P (θk, t)を考えよう．今後，θkを単に θと書く．N → ∞
の極限で，P (θ, t)は非線形 Fokker-Planck方程式

∂

∂t
P (θ, t) =− ∂

∂θ

{[
ω +KQ

]
P
}
+D

∂2

∂θ2
P,

Q(θ, t) =

∫ 2π

0
P (ψ, t)Γ(θ − ψ)dψ (11)

に従うことが知られている2), 3), 5), 6)．なお，式 (10)を周
辺化する際には 2体の PDFが現れるが， いわゆる「分
子カオスの伝播」と呼ばれる性質が成り立ち，これを 1

体の PDFの積と表せることから式 (11)が得られる6)．
この方程式は，厳密ではないが直観的に解釈できる．

Langevin方程式 (8)の右辺第 2項の {θj}に関する平均
を，N → ∞の極限で θの 1体 PDFを用いて

1

N

N∑
j=1

Γ(θℓ − θj) →
∫ 2π

0
P (ψ, t)Γ(θℓ − ψ)dψ (12)

と置き換えたとしよう．すると，Langevin 方程式 (8)

は形式的に θ̇ℓ(t) = ω + KQ(θℓ, t) +
√
2Dξℓ(t)と表さ

れ，式 (11)はこれに対応する θℓの 1体PDF P (θℓ, t)の
Fokker-Planck方程式の形となっていることがわかる．
なお，P (θ, t)は θの 2π-周期関数であり，確率密度関

数なので規格化条件
∫ 2π
0 P (θ, t)dθ = 1を満たす．また，

式 (9)の秩序パラメータはN → ∞では

z = R exp(iΘ) =

∫ 2π

0
dθP (θ, t) exp(iθ) (13)

と表される．
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3.2 一様定常状態の安定性
非線形 Fokker-Planck方程式 (11)は，自明な定常解

P0(θ) =
1

2π
(0 ≤ θ < 2π) (14)

を持つ．これは，系の振動子の状態がリミットサイクル上
に一様に分布している完全な非同期状態に対応する．こ
の一様状態の線形安定性を調べよう．P0(θ)への微小な
擾乱を q(θ, t)として，P (θ, t)を

P (θ, t) = P0(θ) + q(θ, t) (15)

とおく．式 (11)に代入し，q(θ, t)について線形化すると

∂

∂t
q(θ, t) = − ∂

∂θ

{
q(θ, t)

[
ω +

K

2π

∫ 2π

0
Γ(θ − ψ)dψ

]
+
K

2π

∫ 2π

0
Γ(θ − ψ)q(ψ, t)dψ

}
+D

∂2

∂θ2
q(θ, t)

(16)

となる．さらに，2π-周期関数である q(θ, t)と Γ(ϕ)を

q(θ, t) =
∞∑

α=−∞
qα(t) exp(iαθ) (17)

Γ(ϕ) =
∞∑

α=−∞
Γα exp(iαϕ) (18)

とFourier展開して代入すると，式 (16)をFourierモー
ド毎に分解できて，波数 αのモードの係数 qα(t)は

q̇α(t) = −iα(ω +KΓ0 +KΓα)qα −Dα2qα (19)

に従う．よって，qα(t)の指数関数的な成長率λαの実部は

Reλα = αK(ImΓα)−Dα2 (20)

となり，これが負なら波数αのモードは線形安定，正なら
不安定である．Γ(ϕ)は実関数なので ImΓα = −ImΓ−α，
ImΓ0 = 0であることに注意すると，ImΓα > 0のとき，

K >
Dα

ImΓα
(21)

であれば波数±αのモードが不安定化し，系が集団同期
を示す可能性がある (図 7)．このことから，ImΓα > 0

となる各αに対するKの臨界値の中で最小のものが，系
の臨界結合強度Kc となる．なお，α = 0の一様モード
は中立安定だが，P (θ, t)の規格化より常に q0(t) = 0で
ある．また，位相結合関数 Γ(ϕ)に対応する波数の成分
が含まれないモードは不安定化しない．特に，結合関数
が sin型 Γ(ϕ) = − sinϕ = −(eiϕ − e−iϕ)/(2i)の場合，
ImΓ1 = 1/2なので，α = ±1の基本波のみが不安定化
して，臨界結合強度はKc = 2Dとなることがわかる．

3.3 集団同期とクラスタリング
結合強度K がKcを超える際，Reλαに縮退がなけれ

ば，一対の複素共役な固有値 λ±αが虚軸を横切り，Hopf

分岐が起こる．K ≈ Kcの臨界結合強度の近くでは，不
安定化したモードの複素振幅をW (t)として θのPDFは

P (θ, t) ≈ P0(θ) +W (t) exp(iαθ) + c.c. (22)

(c.c.は複素共役)と表せ，弱非線形解析によってW (t)の
振幅方程式が求められる2), 3)．Hopf分岐が超臨界ならば，
K がKcより少し大きいとき，このW (t)の定常値はス
ケールした分岐点からの距離 µ = (K −Kc)/Kcに対し
てW (t) ∼ √

µのように連続的に増加する．従って，位相
の分布は波数 αの緩やかな粗密波として系を伝わり，集
団同期が生じる．なお，Γ(ϕ) = − sinϕならば，式 (13)

よりW は系の秩序パラメータ zの複素共役に等しい．
結合強度 K がさらに増加すると振幅方程式は有用で

はなくなるが，位相の分布は一般により鋭くなり，K が
十分に大きくなると，いくつかのクラスター (グループ)

に分かれる．Γ(ϕ) = − sinϕであれば，不安定化するの
は α = ±1のモードのみなので，全振動子の位相が近い
値を取る 1クラスタ状態が実現される．また，例えば文
献13)で，著者らはN 字型の区分線形なΓ(ϕ)を考察した．
この Γ(ϕ)は多数の高調波を含むため，パラメータによ
り様々な個数のクラスター状態が生じる．クラスターの
個数は一様定常解が不安定化する波数で決まることが多
いが，非線形性による複雑なダイナミクスによって異な
る状況に至ることもある．図 6に，Langevin方程式 (8)

の直接数値計算による位相のスナップショットと対応す
る非線形 Fokker-Planck方程式 (11)の定常解を示す．

4. ノイズを受けていない不均一な系の解析
4.1 自己無撞着な扱い
次に，ノイズを受けていない不均一な系を考えよう．ま

ず，蔵本による式 (7)の自己無撞着解析の概略を述べる2)．
平均場 (9)を用いると，式 (7)の結合項は

1

N

N∑
j=1

sin(θℓ − θj) = R sin(θℓ −Θ) (23)

と表せる．系が集団同期して平均場が一定の振動数Ωで
定常振動すると仮定してR = const., Θ = Ωtとおくと，

θ̇ℓ(t) = ωℓ −KR sin(θℓ − Ωt) (24)

となる．これは周期入力に駆動される位相振動子と見る
ことができ，入力との位相差を ψℓ = θℓ − Ωtとおくと

ψ̇ℓ(t) = ωℓ − Ω−KR sinψℓ (25)

となる．よって，個々の振動子の運動はωℓの値で決まり，
|ωℓ − Ω| < KRであれば ψℓが安定固定点を持つため振

4 計測と制御 第 55 巻 第 4 号 2016 年 4 月号



0 π 2π
θ

0

0.2

0.4

0.6

Pr
ob

ab
ili

ty
 d

en
si

ty

0 π 2π
θ

0

500

1000

O
sc

ill
at

or
 in

de
x

0 π 2π
θ

0

0.2

0.4

0.6

Pr
ob

ab
ili

ty
 d

en
si

ty

0 π 2π
θ

0

500

1000

O
sc

ill
at

or
 in

de
x

(a)� (b)�

(c)� (d)�

図 6 ノイズを受けた均一な系の挙動
(a,b) Γ(ϕ) が sin 型の場合．(a) 一様状態と集団同期状態
(Langevin 方程式の直接解)．(b) 一様状態と集団同期状態の 1

対PDF(非線形 Fokker-Planck方程式の数値解)．(c,d) Γ(ϕ)

がN 字型の場合．(c)一様状態と 5クラスタ状態 (Langevin方
程式の直接解)．(d)一様状態と 5クラスタ状態の 1対 PDF(非
線形 Fokker-Planck方程式の数値解)．

動子は平均場と同期する．一方，|ωℓ −Ω| > KRである
振動子は平均場に同期できずドリフトを続ける．
ここで，平均場R exp(iΘ)によって各振動子の運動が

決まり，また各振動子は式 (9)によって平均場を決めるの
で，それらは自己無撞着 (self-consistent)でなくてはな
らない．この条件より，g(ω)が中央値 ω0に関して対称
なとき，N → ∞の極限で，平均場の振動数 Ωは ω0に
等しく，振幅RはR = h(KR)という形の方程式を満た
すことが示される2)．ここで h(x)は h(0) = 0で x→ ∞
で傾きが 1以下となる単調増加関数であり，R = 0での
傾きh′(0)はπKg(ω0)/2となる．従って，この方程式は，
R = 0の自明な解に加え，h′(0) > 1であればR > 0と
なる非自明な解を持ち，前者は一様状態，後者は集団同
期状態に対応する．後者の非自明な解が現れる条件は

K > Kc =
2

πg(ω0)
(26)

と表せる．また，R > 0の解は，µ = (K −Kc)/Kcと
してR ∼ √

µとなることが示されている2), 5)．
なお，この解析では各状態の安定性は議論されていな

いことに注意が必要である．分岐点近傍での集団同期解
の挙動は先程のノイズを受けた均一な系のHopf分岐に似
ているが，これが実際にHopf分岐であることを示すのは
数学的に難しく，最近なって千葉によって解決された14)．
また，自己無撞着法の一般の Γ(ϕ)の場合への拡張は大
同によって行われており15)，Γ(ϕ)が高調波を含む場合に
は，集団振動の分岐点近傍での振幅が一般にR ∼ √

µと
はならず，R ∼ µとなることが示されている．ノイズを

受けた系の場合には，縮退のない超臨界 Hopf分岐であ
れば Γ(ϕ)の形に関わらずR ∼ √

µなので，これは不均
一な系に特有の結果である．

4.2 確率密度の発展方程式と一様定常状態の安定性
ノイズを受けていない不均一な系 (4)についても確率

密度の発展を考えることができる．この場合，振動子の振
動数が g(ω)に従って分布しているため，g(ω) > 0とな
る各 ωに対して (この集合を supp(g)と書く)，位相 θを
持つ振動子のPDF P (θ, t;ω)を考える必要がある．規格
化はω毎に

∫ 2π
0 P (θ, t;ω)dθ = 1とする．このP (θ, t;ω)

は以下の非線形な発展方程式に従うことが示せる5), 12)．
∂

∂t
P (θ, t;ω) = − ∂

∂θ

{[
ω +KQ

]
P (θ, t;ω)

}
,

Q(θ, t) =

∫ ∞

−∞
dω′g(ω′)

∫ 2π

0
dψP (ψ, t;ω′)Γ(θ − ψ)

(27)

この方程式も，非線形 Fokker-Planck方程式 (11)と同
様に，N 体 PDFの従う発展方程式から導出されるが，
各振動子が感じる平均的な相互作用 Q(θ, t)に振動数 ω

に関する積分が含まれていること，また，ノイズを受け
ていないため拡散項がないことが大きな違いである．
式 (27)も完全な非同期状態に対応する一様定常解

P0(θ;ω) =
1

2π
(0 ≤ θ < 2π, ω ∈ supp(g)) (28)

を持つことがわかる．この解の安定性を調べるため，先
程と同様に小さな擾乱 q(θ, t;ω)を与えた

P (θ, t;ω) = P0(θ;ω) + q(θ, t;ω) (29)

を式 (27)に代入し，q(θ, t;ω)について線形化すると

∂

∂t
q(θ, t;ω) = − ∂

∂θ

{[
ω +

K

2π

∫ 2π

0
Γ(θ − ψ)dψ

]
×

q(θ, t;ω) +
K

2π

∫
dω′g(ω′)

∫ 2π

0
Γ(θ − ψ)q(ψ, t;ω′)dψ

}
(30)

となる．さらに q(θ, t;ω)を Fourier級数展開して

q(θ, t;ω) =

∞∑
α=−∞

qα(t;ω) exp(iαθ) (31)

と表すと，振動数が ωで波数が αの Fourierモードの係
数 qα(t;ω)は

∂

∂t
qα(t;ω) =− iα(ω +KΓ0)qα(t;ω)

− iαKΓα

∫
dω′g(ω′)qα(t;ω

′) (32)
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に従うことがわかる．この式の右辺の線形作用素の固有
値により一様定常解の安定性が決まる．
蔵本モデル Γ(ϕ) = − sinϕの場合には Γ±1 = ±i/2

だけが 0ではないので，波数が α ̸= ±1のモードの固有
値は全て純虚数 iαω (ω ∈ supp(g))となり，中立安定で
ある．一方，波数 α = 1のモードに対しては

∂

∂t
q1(t;ω) = −iωq1(t;ω) +

K

2

∫
dω′g(ω′)q1(t;ω

′)

(33)

という式が，α = −1に対してはその複素共役が得られる．
右辺の作用素は虚軸上に連続固有値 iω (ω ∈ supp(g))

を持ち，さらにKがある臨界値Kcより大きいときには

1 =
K

2

∫ ∞

−∞

Reλ

(Reλ)2 + (ω − ω0)2
g(ω)dω (34)

を満たす実部が正で虚部が ω0 の離散固有値 λを持つこ
とが示されている5), 12)．つまり，K > Kcでは一様定常
解が不安定化して集団同期が生じ得る (図 7)．
臨界値Kcは，Reλ→ +0としたときに λ/(λ2+(ω−

ω0)
2) → πδ(ω−ω0)となり，上式が 1 = Kπg(ω0)/2と

なることからKc = 2/(πg(ω0))と求まり，これは式 (26)

と一致する．特に g(ω)がLorentz型のときにはKc = 2γ

で，式 (34)の積分は 1/(Reλ+γ)となり，α = 1のモー
ドの固有値は λ = (K/2− γ)− iω0となる．もう一方の
α = −1のモードに対してはその複素共役が得られる．
以上より，K < Kc では固有値は実部が 0 の純虚数

のみとなるため，一様定常解に与えた微小擾乱は減衰し
ないように見え，ノイズを受けた均一な系とは異なる結
果となる．しかし，実際には，N が十分に大きければ，
K < Kcでは平均場の振幅Rは指数関数的に減衰するこ
とが数値シミュレーションによって示されている．この
食い違いについては古くから議論されており，振動数 ω

の不均一性によってプラズマ振動における Landau減衰
と同様の現象が生じていることが StrogatzとMirolloに
よって指摘されていた5), 12)．最近，千葉によって高度に数
学的な解析がなされ，臨界結合強度近傍における式 (27)

の中心多様体縮約によって Hopf分岐の標準形が導出さ
れ，集団同期解の安定性の問題も解決されている14)．

4.3 Ott-Antonsen仮説
OttとAntonsenは，2008年に出版した論文で，g(ω)

がLorentz分布 (より一般に有理関数)のときには，PDF

の形状にある仮説をおくことによって，PDFの発展方程
式から系の平均場の従う低次元方程式を簡単に導出でき
ることを発見し，注目されている16)．以下，OttとAn-

tonsenの扱いを蔵本モデルの場合について述べる．
まず，N → ∞での平均場 (9)は，振動数の分布も考

Re λ

Im
 λ +iω

0

-iω
0

0Re λ

Im
 λ +iω

0

-iω
0

0

(a) (b)

図 7 一様定常解の安定性
(a)ノイズを受けた均一な系の固有値 (Γ(ϕ) = − sinϕ)．K <

Kc では一様モードを除く全てのモードは減衰する．K > Kc で
は α = ±1の固有値の実部が正となり，対応するモードが不安定
化して集団同期に至る．(b)蔵本モデルの固有値．K < Kc では
虚軸上の連続スペクトルのみがある．K > Kc では連続スペクト
ルに加えて α = ±1のモードに対応する実部が正の離散固有値が
出現し，対応するモードが不安定化して集団同期に至る．

慮すると

z(t) =

∫ ∞

−∞
dω′g(ω′)

∫ 2π

0
dψP (ψ, t) exp(iψ) (35)

となる．また，Γ(ϕ) = − sinϕなので，式 (27)のQは

Q(θ, t) =

∫ ∞

−∞
dω′g(ω′)

∫ 2π

0
dψP (ψ, t;ω′) sin(ψ − θ)

(36)

となる．従って，これを z(t)を用いて (∗は複素共役)

Q(θ, t) = Im(z(t)e−iθ) =
z(t)e−iθ − z∗(t)eiθ

2i
(37)

と表せる．Ott-Antonsen仮説では，θの PDFを

P (θ, t;ω) = P0(θ) +

∞∑
α=1

Pα(t;ω)e
iαθ + c.c. (38)

と Fourier展開したときに，その α ≥ 1の展開係数が

Pα(t;ω) = A(t;ω)α (α = 1, 2, ...) (39)

という特殊な形をとると仮定する．すると，式 (27), (37)

より α毎にA(t;ω)の従う式が得られ，特に α = 1では

∂

∂t
A(t;ω) = −iωA+

K

2
(z∗ − zA2) (40)

となり，また，平均場 z(t)は

z(t) =

∫ ∞

−∞
dω′g(ω′)A∗(t;ω) (41)

と表せることがわかる．g(ω)が Lorentz型のときには

g(ω) =
1

2πi

(
1

ω − ω0 − iγ
− 1

ω − ω0 + iγ

)
(42)
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なので，留数定理を用いて下半平面で積分すると

z(t) = A∗(t;ω = ω0 − iγ) (43)

となり，ω = ω0 − iγ における A(t;ω)の値だけで z(t)

が決まることがわかる．これを式 (40)に代入すると

ż(t) = i(ω0 + iγ)z +
K

2
(z − |z|2z) (44)

という平均場の従う式が得られ，これは超臨界 Hopf分
岐の標準形の形をしている．さらに z = ReiΘとおけば

Ṙ(t) =

(
−γ +

K

2

)
R− K

2
R3, Θ̇(t) = ω0 (45)

となって，振幅Rの式の固定点より，結合強度が

K > Kc = 2γ (46)

を満たすときには，Rは正の値

R =

√
1− 2γ

K
(47)

をとる．このように，臨界結合強度Kcと，K の全範囲
における平均場 z(t)の従う方程式が簡単に導かれ，集団
同期転移が超臨界Hopf分岐であることが示される．
Ott-Antonsen仮説は非常に大胆で，特殊な場合にし

か成り立たないものと思われたが，その後の研究17) で，
これは考える PDFを Poisson核と呼ばれるクラスに制
限することに相当し，系の初期 PDFを Poisson核のな
す多様体上にとれば，系を式 (27)で時間発展させてもそ
の PDFはやはりこの多様体上に留まることなどが示さ
れている．さらに，渡辺-Strogatz変換として知られる結
合振動子系の別の低次元化法との関連も議論されている．
Ott-Antonsen仮説は，g(ω)が複数のピークを持つ場

合10)や，周期的な入力が加わっている場合の解析にも適
用され，無限自由度の結合振動子系の集団振動を低次元
化して詳しく解析することが可能となっている．例えば
文献18)では，この手法を用いて，相互作用するふたつの
蔵本モデルの集団振動間の同期現象が議論されている．

5. 関連する話題
5.1 モデルの一般化
本稿では最もシンプルな大域結合位相振動子系の挙

動について述べてきたが，大域結合に限っても様々な
一般化がある6), 10), 15), 19)．例えば，最もシンプルな蔵本
モデルにおいても，g(ω) の形状により様々な同期現象
が生じ得る10), 19)．結合関数 Γ(ϕ) についても，例えば
Γ(ϕ) = − sin(ϕ + α) と一般化するだけでも蔵本モデ
ルとは定性的に異なる同期現象が生じ20)，高調波成分を
持つ場合にはさらに様々な挙動が生じる15)．

大域結合以外の振動子間の相互作用も古くから議論さ
れてきている．特に，格子点上あるいは連続媒質上で，振
動子が隣接する振動子と局所 (拡散)結合した系は，振動
性化学反応における非線形波動やパターン形成のモデル
として古くから解析されている2)．近年では，振動子間
の距離とともに結合強度が減少する非局所結合位相振動
子系において，位相が揃った集団とばらばらな集団がひ
とつの系内に共存するキメラと呼ばれる状態が発見され
ており，興味を惹いている21), 22)．
また，一般のネットワーク上の結合位相振動子系につ

いても近年大変多くの研究がなされており，様々な性質
が調べられてきている23)．例えば，性質の近いリミット
サイクル振動子群がネットワークを介して相互作用して
いる状況を考え，その隣接行列を Aℓj (振動子 ℓと j に
結合があれば 1, なければ 0)とすると，位相縮約により

θ̇ℓ(t) = ωℓ +K
N∑
j=1

AℓjΓ(θℓ − θj) (48)

という形のネットワーク結合位相振動子系が得られる．特
にスケールフリーネットワーク上の蔵本タイプのモデル
の集団同期転移は，一宮や Restrepoらにより解析され
た24), 25)．その後も多数の研究がなされ，ネットワーク構
造と同期現象の関係などについて議論されてきている．

5.2 慣性項を持つモデル
リミットサイクル振動子の結合系から系統的な位相縮

約によって得られるわけではないが，蔵本モデルに慣性
項を付与した形の以下の形の「結合位相振動子系」

mℓθ̈ℓ + θ̇ℓ = ωℓ −
N∑
k=1

Aℓj sin(θℓ − θj − αℓj) (49)

も古くから研究されてきており (mℓ, αℓj はパラメータ)，
例えば大域結合の場合にはヒステリシスを持った同期転
移を示すことなどが知られている26)．電力系統を記述す
る swing方程式からもこれに似た方程式が導出され，そ
の形の類似性から近年盛んに研究されており27), 28)，特に，
ネットワークのトポロジーを変化させた場合の同期状態
の安定性などに関する多くの研究がある．なお，このタ
イプの結合位相振動子モデルの位相は，位相縮約におけ
る位相とは異なり，実際には 2自由度をもつ力学変数で
あるので，その解釈には注意が必要である．

5.3 大域的な安定性
本稿では触れなかったが，蔵本タイプの一部のモデルに

おいては，系がLyapunov関数を持つ場合がある．その際
には，局所的な線形安定性解析のみならず，大域的な安定
性解析が可能となる．古くは van HemmenとWreszin-

skiにより議論されており29)，最近では，Jadbabaieら30)
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による一般化が行われている．また，蔵本モデルに加え，
上記の慣性項を付与したモデルにおいても一般的に成立
する同期条件なども議論されている31)．一方，ノイズを
受けた均一な系についても，非線形Fokker-Planck方程
式のH定理に関する議論が行なわれており32)，やはり sin

型結合などの限られた場合においては Lyapunov汎関数
の存在が示され，大域的な安定性が示されている．

6. まとめ
本稿では最もシンプルな大域結合位相振動子系の代表

的なふたつのモデルについて，その古典的な解析の概略
を述べ，また最近の発展としてOtt-Antonsen仮説につ
いて述べた．実際の現象においては，集団同期が望まし
い場合もそうでない場合もあり，一様状態と集団同期状
態どちらの制御も重要であろう．例えば，神経細胞の病
理的な同期現象が原因となるParkinson病に関して，高
周波のパルス刺激を用いた同期の抑制が試みられている
が，振動子の挙動を踏まえてより効率的な同期の抑制を
目指す研究なども行われており，興味深い33)．結合振動
子系については様々な分野で非常に多彩な研究がなされ
てきている．詳しくは書籍やレビューをご参照頂きたい．

（2015 年 12 月 28 日受付）
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