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概要

結合していないリミットサイクル振動子の集団に共通の白色ガウスノイズを与えると, 振動子の詳細によ

らず, 一般に同期現象やクラスタリング現象が生じることを示す.

1 背景

非線形振動子の集団に共通の変動外力を与えると, 振動子間に結合がなくても互いに同期することが, 種々

の実験で示されている [1, 2, 3, 4, 5]. 特にリミットサイクル振動子の共通ノイズ同期に関しては, 寺前＆田中

[6]の先駆的な理論解析により, 位相縮約法を用いて, 中立安定な同期解が加法的に与えられる共通ノイズによ

り統計的に線形安定化することが示されている. 今回は位相縮約法および平均化法を用いて寺前＆田中の扱っ

た状況を一般化し，共通成分および独立成分の両方を持つノイズを, 加法的あるいは乗法的に与えられた振動

子集団の位相差の定常分布関数を直接導出する. これにより, 振動子間の位相差が, 振動子の位相感受性と共通

ノイズへの結合の仕方で決まるようなピークを常にひとつ以上持つこと, すなわち共通ノイズ成分によって同

期やクラスタリングが常に引き起こされることを解析的に示し, 数値計算による具体例を示す.

2 モデル

以下の Langevin方程式で記述される, N 個の結合していない同種のリミットサイクル振動子が, 全ての振

動子に共通に与えられるノイズと, 個々の振動子に独立に与えられるノイズの両方を受けている状況を考える:

Ẋ(α)(t) = F (X(α)) +
√
DG(X(α))ξ(t) +

√
εH(X(α))η(α)(t). (1)

ここで α = 1, · · · , N は振動子の番号を表し, X(α)(t) ∈ RM は α 番目の振動子の時刻 t における状態,

F (X(α)) ∈ RM はその固有のダイナミクス, ξ(t) ∈ RM は共通ノイズ, η(α)(t) ∈ RM は独立ノイズを表す.

ノイズがない場合, 各々の振動子は安定なリミットサイクル解X0(t)を持つとする. ξ(t)と η(α)(t)は各成分

が互いに独立な単位強度の白色 Gaussノイズであり, パラメータ D と εでそれらの影響をコントロールする.

G(X(α))とH(X(α))は X(α) に滑らかに依存する RM×M 行列で, 振動子の各々のノイズへの結合の仕方を

表す. 以下, この Langevin方程式を Stratonovich解釈する.

3 位相縮約, 平均化

リミットサイクル X0(t) とその近傍に等角速度で増加する位相 φ(t) = φ(X(t)) ∈ [−π, π] を定義す

る. 与えられるノイズが弱いとして, 式 (1) を位相縮約 [7, 8] すると, N 個の振動子の位相のベクトル
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φ = (φ(1), · · · , φ(N))の発展は近似的に以下の Langevin方程式で与えられる:

φ̇(α)(t) = ω +
√
DZ(φ(α)) ·G(φ(α))ξ(t) +

√
εZ(φ(α)) ·H(φ(α))η(α)(t). (2)

ここで ωは振動子の自然角振動数で, G(φ(α)) = G(X0(φ(α))), H(φ(α)) = H(X0(φ(α)))である. Z(φ(α)) =

∇Xφ
(α)|X=X0(φ(α)) ∈ RM は位相感受関数 [7, 8] で, 以下 Z(φ) · F (X0(φ)) ≡ ω となるように規格化する.

Z(φ), G(φ), H(φ)は位相 φの滑らかな周期関数となる. 位相ベクトル φの確率密度関数 (PDF) P (φ, t)の

従う Fokker-Planck方程式 (FPE)は, 式 (2)より

∂

∂t
P (φ, t) = −

N∑
α=1

∂

∂φ(α)

(
A(α)(φ)P

)
+

1
2

N∑
α=1

N∑
β=1

∂2

∂φ(α)∂φ(β)

(
C(α,β)(φ)P

)
,

A(α)(φ) = ω +
1
4

∂

∂φ(α)
C(α,β)(φ),

C(α,β)(φ) = D
M∑

k=1

(
M∑
i=1

Zi(φ(α))Gik(φ(α))

) M∑
j=1

Zj(φ(β))Gjk(φ(β))


+ ε

M∑
k=1

(
M∑
i=1

Zi(φ(α))Hik(φ(α))

) M∑
j=1

Zj(φ(β))Hjk(φ(β))

 δα,β (3)

で与えられる.

次に式 (3)に対して平均化近似を行う [7]. ゆっくり変化する新しい位相 ψ(α) = φ(α) − ωt (α = 1, · · · , N)

を導入し, そのベクトルψ = (ψ(1), · · · , ψ(N))の PDFをQ(ψ, t) = Q({ψ(α)}, t) = P ({φ(α) = ωt+ψ(α)}, t)
として, 周期 T = 2π/ω の区間で平均化する. Q(ψ, t)の従う平均化された FPEは

∂

∂t
Q(ψ, t) =

1
2

N∑
α=1

N∑
β=1

∂2

∂ψ(α)∂ψ(β)

(
D(α,β)(ψ)Q

)
(4)

という形で, 係数 D(α,β)(ψ)は

D(α,β)(ψ) =
1
T

∫ t+T

t

C(α,β)({φ(α) = ωt′ + ψ(α)})dt′

= Dg(ψ(α) − ψ(β)) + εh(0)δα,β (5)

と計算される. ここで, g(θ), h(θ)は以下に定義される位相感受性とノイズへの結合関数の相関関数である:

g(θ) =
1
2π

∫ π

−π

M∑
i,j,k=1

Zi(φ′)Gik(φ′)Zj(φ′ + θ)Gjk(φ′ + θ)dφ′,

h(θ) =
1
2π

∫ π

−π

M∑
i,j,k=1

Zi(φ′)Hik(φ′)Zj(φ′ + θ)Hjk(φ′ + θ)dφ′. (6)

4 位相差の分布

振動子間の位相差の関係を見るために, 系の 2体 PDF

R(ψ(1), ψ(2), t) =
∫
dψ(3) · · · dψ(N)Q(ψ, t) (7)
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を考え (一般性を失わずに ψ(1) と ψ(2) に着目する), さらに変数を位相 ψ(1), ψ(2) から平均位相と位相差

ψ = (ψ(1) + ψ(2))/2, θ = ψ(1) − ψ(2) (8)

に変換し, それらの PDFを S(ψ, t)と U(θ, t)として R(ψ(1) = ψ + θ/2, ψ(2) = ψ − θ/2, t) = S(ψ, t)U(θ, t)

と変数分離すると, S(ψ, t)と U(θ, t)は以下の方程式に従う:

∂

∂t
S(ψ, t) =

1
4
{D[g(0) + g(θ)] + εh(0)} ∂2

∂ψ2
S(ψ, t),

∂

∂t
U(θ, t) =

∂2

∂θ2
{D[g(0) − g(θ)] + εh(0)}U(θ, t). (9)

平均位相 ψ の定常 PDFは S0(ψ) ≡ 1/2π となり, リミットサイクル上に一様に分布する. 一方, 位相差 θ の

定常 PDFは
U0(θ) =

u0

D[g(0) − g(θ)] + εh(0)
(10)

となる. ここで u0 は規格化条件で決まる定数である.

5 共通ノイズによる同期現象およびクラスタリング現象

得られた計算結果を物理的に解釈する. 以下の議論は, 条件を満たす g(θ)に対して一般的に成立する. 相関

関数 g(θ)は各々 φ′ に周期的で滑らかに依存する位相感受関数 Zi(φ′)とノイズとの結合関数 Gik(φ′)の畳み

込みなので, g(θ)も θの滑らかな周期関数であり, θ = 0で最大値を取るので g(0) ≥ g(θ)である. 以下の例で

示すように, ノイズとの結合関数 Gik(φ′)が単なる定数ではない場合, g(θ)は原点 θ = 0以外にも複数のピー

クを持つこともある. まず, 共通ノイズのみで独立ノイズがない場合 (D > 0, ε = 0), U0(θ)は θ = 0で正の方

向に発散し, 振動子間の位相差は θ = 0に集中する. すなわち, 共通ノイズによる同期現象が生じる. 独立ノイ

ズの強度 εが増加すると, U0(θ)は徐々に広がるが, やはり θ = 0のピークは, D > 0である限り存在する. つ

まり, 共通ノイズが存在すれば, その程度は εの値に依存するが, 必ず振動子間の位相差は θ = 0の近傍に集ま

る. g(θ)が θ = 0以外にもピークを持つ場合, U0(θ)はそれらの点でも θ = 0と同様にピークを持つ. その場

合, 以下の例で示すように，ノイズによる完全同期だけではなく, クラスタリング現象も生じうる.

6 具体例

最初の例として結合していない Stuart-Landau 振動子の集団を考え [7], X = (x, y), F (X) = ( x −
c0y − (x2 + y2)(x − c2y), y + c0x − (x2 + y2)(y + c2x) ) とする. 独立ノイズとの結合は加法的だとして

H(X) = diag(1, 1) とおき, 共通ノイズとの結合としては, 以下の 4 種類の加法的あるいは乗法的な結合を

考える: G1(X) = diag(1, 1), G2(X) = diag(x, y), G3(X) = diag(1 + 4xy, 0), G4(X) = diag(x, xy). パ

ラメータを c0 = 2, c2 = −1 とすると自然角振動数は ω = c0 − c2 = 3 となり, 位相感受関数は Z(φ) =
√

2( sin (φ+ 3π/4) , sin (φ+ π/4) ) で与えられる [7]. 式 (6) より, 対応する相関関数は g1(θ) = 2 cos θ,

g2(θ) = cos2 θ, g3(θ) = cos 3θ, g4(θ) = (cos θ + 8 cos2 θ + cos 3θ)/16, h(0) = 2と計算され, これらより位相

差の定常 PDF U0(θ)が得られる. つまり, ノイジーな同期状態 (1クラスタ状態), 2クラスタ状態, 3クラスタ

状態, および混合状態が生じることが予想される. 左図 (a)-(d) は N = 200 個の振動子系の数値計算結果を

D = 0.002, ε = 0.0001の場合について上記の理論の結果と比較したもので, よく一致していることが分かる.
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Stuart-Landau振動子の結果. (a) 同期, (b) 2ク

ラスタ, (c) 3クラスタ, (d) 混合状態.
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FitzHugh-南雲振動子の結果. (a) v(φ)と Zv(φ),

(b) g1(θ)と g2(θ), (c) 同期状態, (d) 2クラスタ

状態.

ふたつ目の例として, 結合していない FitzHugh-南雲神経振動子 [8]の集団を考える: X = (u, v), F (X) =

( ε(v + c− du), v − v3/3 − u+ I ). 膜電位に対応する変数 v に対して, 加法的あるいは乗法的な共通ノイズ

と, 加法的な独立ノイズを与える: G(X) = diag(0, 1)あるいはG(X) = diag(0, v), H(X) = diag(0, 1). パ

ラメータは ε = 0.08, c = 0.7, d = 0.8, I = 0.875とする. このとき, リミットサイクルはほぼ対称な形とな

り, 自然角振動数は ω ' 0.1725となる. 位相感受関数 Zv(φ)は, 文献 [8]に示されている方法で計算した. 右

図 (a)-(d)は N = 200個の振動子に対して, D = 0.005, ε = 0.0005として数値計算した結果を比較したもの

で, それぞれの共通ノイズの与え方に対応して，同期状態あるいは 2クラスタ状態が生じていることが分かる.
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