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1 概要

空間分布した化学反応や生物の個体数変動に
おいて, 反応率や増加率に揺らぎがある状況の
簡単なモデルである「確率的な自己触媒反応
拡散系」の間欠的な挙動とその有限サイズ効
果について議論したい. この系は, 空間の各点
でランダム乗法過程に従い, 周囲と拡散結合す
る場の確率偏微分方程式で与えられる. この方
程式は, ランダムな媒質中の directed polymer
の分配関数が従うものと同型で, ラフな界面の
成長を記述するKPZ方程式や, ノイズを受け
たBurgers方程式に帰着できるため, 古くから
詳しく調べられて来ている. 特に, 場の各次
モーメントの発展方程式は, δ関数的な相互作
用をする多粒子系の固有値問題に帰着でき, そ
れらの成長率が厳密に求められている. また,
経路積分の最適揺らぎの議論によって, 場の典
型的な発展経路が非線形Schrödinger方程式に
従うことも知られており, そのソリトン解を用
いて系の典型的なイベントの形状と発生率が
見積もられている. 今回の研究では, 大偏差形
式の議論を用いて, 場の各次のモーメントの成
長率からそれらに寄与する各イベントのレー
ト関数を求め, これを用いて系の間欠性への有
限サイズ効果を議論する. その結果, 有限系に
おいては, 各次のモーメントは最初は間欠的な
指数的成長を示すが, すぐに緩和して非間欠的
な stretched exponential的な成長に移り変わ
ることが予想され, これを数値計算によって確
認する. この結果の応用例として, 拡散結合系
の時空カオスの Lyapunov指数のノルム依存
性について議論する.

∗この原稿は, 著者らの公表論文 [21]に基づいている
が, 論理構成が異なる. いくつかの図は [21]に掲載した
ものと同じ数値データで作り直した.

2 確率的な自己触媒反応拡散系

化学物質 Aが B に対して自己触媒的に働き,
B を Aに変化させるような, 仮想的な自己触
媒化学反応

A + B → A + A

を考えよう. 質量作用 (?)の法則より, それら
の濃度を [A], [B]とすると, 時刻を tで表して,

d[A]
dt

= k[A][B] ∝ [A]

という方程式が成り立つ. 一方, 生物集団の個
体数N の増加を考えても, 餌が十分にあれば,
同様に

dN

dt
∝ N

という方程式が成立する. 無論, 通常は個体数
が増加すると環境が悪くなるので指数的増大
は続かず個体数は飽和する. これは上の式に
非線形項−N2を加えた logistic方程式などで
記述されることは良く知られているが, そのよ
うな状況は考えない. 以下, 変数を zとして

dz(t)
dt

= αz(t)

と書く. αは成長率 (あるいは反応／増殖率)
である. この方程式に従う系を自己触媒反応
系と呼ぶことにする.
さて, 何らかの要因により, 成長率に揺らぎ

があるとしよう. 簡単のため, 揺らぎの分布は
Gauss型で時間相関を持たないとすると, zの
従う方程式は

dz(t)
dt

= [α + ζ(t)]z(t)

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2sδ(t− t′)
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のような Langevin方程式になるだろう. この
場合, αは平均の成長率を意味し, 白色Gauss
ノイズ ζ(t)は成長率の揺らぎを表す. 揺らぎ
の強さは sで与えられる. この方程式にはノ
イズが乗法的に入るため, 確率積分の解釈が問
題となるが, 以下では数値計算を容易にするた
め, 常に伊藤解釈する. 線形な方程式なので,
Stratonovich解釈しても単に αが α − sに変
化するだけである [9]. 以下, この方程式を確
率的な自己触媒反応系と呼ぶ.
さて,ここまでは空間は考えていなかったが,

系が空間的に広がっており, 変数 zが空間的な
位置 xに依存し, また拡散する場合を考えよ
う. この場合, 変数 zや成長率の揺らぎ ζ は t
だけでなく xにも依存するようになり, それを
記述する方程式は, 空間 1次元の場合,

∂z(x, t)
∂t

= [α + ζ(x, t)] z + D
∂2z

∂x2

〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 = 2sδ(t− t′)δ(x− x′)

のようになるだろう. ここで, 成長率の揺らぎ
は ζ(x, t)は空間的にも相関を持たないと仮定
して, 時空白色Gaussノイズで表した. Dは拡
散定数である. 以下, この確率的な自己触媒反
応拡散系, あるいは確率的な生成消滅過程を,
Stochastic Autocatalytic Process with
Diffusion, 略して “SAPD”と呼ぶことにす
る [19, 20, 24, 21]. Fig.1に SAPDの典型的な
実現 (ある時刻でのスナップショット)を示す.
系は非常に強い空間間欠性を示し,場 z(x, t)は
少数の特徴的なバースト構造から成ることが
分かる.
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Figure 1: SAPDの典型的な実現. 場 z(x, t)の
ある時刻でのスナップショット.

3 他のモデルとの関係

上で導入した SAPD の方程式は, Hopf-Cole
変換 z(x, t) = exp[h(x, t)] によって, 有名な
Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程式

∂h(x, t)
∂t

= (α−s)+D
∂2h

∂x2
+D

(
∂h

∂x

)2

+ζ(x, t)

に変形される. この KPZ 方程式は, ラフ
な界面の発展を記述する普遍的な方程式で
(Fig.2), porus media への液体の浸透面, 紙
を燃やした時の燃焼面, 時空カオスを示す蔵
本-Sivashinsky方程式など,種々の界面成長モ
デルが, 大きなスケールの極限で KPZ 方程
式の普遍クラスに属する事が知られている
[14, 16, 12, 1, 3]. さらに変換

u(x, t) = −∂h(x, t)/∂x

によりKPZ方程式は noisy Burgers方程式

∂u(x, t)
∂t

+ 2Du
∂u

∂x
= D

∂2u

∂x2
+

∂ζ(x, t)
∂x

に変形される. この方程式は, 流体の運動を
記述する Navier-Stokes方程式の 1 次元版に
ノイズを与えた形をしており, ランダム外力を
受けた「渦なし非圧縮流体」を記述する. こ
の方程式は, フラクタルな場のパターンを示
すなど 3次元の流体乱流 (turbulence)に一見
似た振舞を示すが, 実際は種々の点で異なるた
め, “Burgulence”などと呼ばれて区別されてい
る [7]. 他にも種々の現象がこの方程式によっ
て記述される. はるか昔に, Forster, Nelson,
Stephenによる繰り込み群を用いた解析によ
り, スケーリング指数が求められている [6].

KPZ方程式については, 界面の幅

w(L, t) =
√
〈(h(x, t)− h̄(t)

)2〉
に関するスケーリング則が有名である (h̄(t)は
界面の平均位置). Family-Vicsekのスケーリ
ング仮説によると, 界面の幅は次のようにス
ケールされる:

w(L, t) ∼ LχfKPZ

(
t

Lz

)

ここで Lはシステムサイズ, tは時刻である.
スケーリング関数 fKPZ は,

fKPZ(x) ∼
{

xβ=χ/z (x ¿ 1)
const. (x À 1)
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のような形である. つまり界面の幅は t ¿ Lz

では w(L, t) ∼ tβ のように増大し, t À Lz で
は w(L, t) ∼ Lz のように飽和する (Fig.3). 空
間 1次元の場合, 厳密にスケーリング指数 χ,
z, βが

χ =
1
2
, z =

3
2
, β =

χ

z
=

1
3

となることが知られており, 繰り込み群でも同
じ結果が得られている. 2次元以上でも対称性
より

χ + z = 2

は成り立つが, それ以上は良く分かっていない
らしい1.
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Figure 2: Ballistic Depositionモデルの界面
成長. 3つの時刻でのスナップショット. モデ
ルについては [1]参照. 図はオリジナル.

KPZ普遍クラスに属する界面成長の例とし
て, Ballistic Depositionモデルの界面成長の様
子と界面幅成長のスケーリング則の例を Fig.2
と Fig. 3に示す. Ballistic Depositionモデル
はコロイド凝集などのモデルであり, Barabasi
& Stanleyの本 [1]に説明がある. 基本的には
粒子が降り積もって界面が成長する単純なモ
デルで, 下方だけではなく側方にも付着するこ
とが普遍クラスを決める上で重要である.

SAPDはランダム媒質中のdirected poly-
mer の問題とも等価である. 以下, Halpin-
Healy & Zhangのレビュー [12]に従って概略
を述べる. x → h, t → x, z → Z と変数を置
き換えると, SAPD方程式は

∂Z(x, h)
∂x

=
T

2ν

∂2Z

∂h2
− 1

T
V (x, h)Z

1今回の研究会での本田先生の発表によると, KPZの
計算は間違っており, 厳密な結果と同じ結果が得られた
のは偶然だとのことである.
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Figure 3: Ballistic Deposition モデルの界
面幅のスケーリング. システムサイズ L =
200, 400, 800, 1600の場合のw2(L, t)の発展を
リスケールしてプロット. 詳細は [1]参照. 図
はオリジナル.

〈V (x, h)V (x′, h′)〉 = 2sδ(x− x′)δ(h− h′)

となる. この方程式の経路積分表式での解は,

Z(x, h) =
∫

D[h(x)] exp
(
− 1

T
H[h(x)]

)

H[h(x)] =
∫ x

0
dx

[
ν

2

(
∂h

∂x

)2

+ V (x, h)

]

で与えられる. Hは第 1項を張力, 第 2項をラ
ンダムなポテンシャルと見ると, ランダム媒質
中で 2点 (0, 0)と (x, h)を結ぶ「ひも」(poly-
mer)のHamiltonianの形をしており, Z(x, h)
はその分配関数の形をしている (Fig.4).

Kardar[15]によると,このdirected polymer
の分配関数のモーメント [Zk]は Schrödinger
方程式にマップして Bethe ansatzを用いるこ
とで計算できる (後で SAPDについて全く同
様の議論をする):

[Zk] = exp(−Ekx), Ek = Ak + Bk(k2 − 1)

この結果より, Kardarはランダム媒質中の di-
rected polymerの自由エネルギーとその揺ら
ぎは, polymerの長さ xに対して,

[f ] ∼ x, ∆f ∼ x1/3

のように振舞うと述べた2. ここで現れるス
ケーリング指数 1/3はKPZの界面のスケーリ
ング指数 βと同じものだと主張されている.

2Kardarの論文では ln Z の 3次のキュムラントが x
に比例する事から 1/3 という指数を導いている. これ
は後で示すように Z のモーメントが t1/3 を指数に持つ
stretched exponential 型になることと関係はあるが等
価ではないと思われる.
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このように, SAPD方程式はKPZ方程式や
noisy Burgers 方程式, ランダム媒質中の di-
rected polymerモデルなどと互いに変形され
るが, それらの対応関係, 例えば以下で議論す
るように, 有限サイズ効果の効き方などについ
ては, 多少微妙なところがある.
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Figure 4: ランダム媒質中のひも.

4 モーメントと間欠性指数

確率的な場を特徴づけるには場の多点相関関
数を考えるのが一般的だが, ここでは簡単のた
め, SAPD方程式の生成する間欠的な場 z(x, t)
を特徴づける量として, 場の k次のモーメント
に注目しよう:

Mk(t) = 〈z(x, t)k〉.

Mk(t)は典型的には指数関数的に増大するの
で, その成長率を

Mk(t) ∼ exp[λkt], λk = lim
t→∞

1
t

lnMk(t)

で定義し, 相対モーメントの成長率 = 間欠性
指数を

Mk(t)
M1(t)k

∼ exp[Λkt]

Λk = lim
t→∞

1
t

ln
[

Mk(t)
M1(t)k

]
= λk − kλ1

と定義する. zの分布 p(z, t)が (簡単のため 1
変数として), 例えばブラウン運動の分布

p(z, t) =
1√

4πDt
exp

(
− z2

2Dt

)

のように単一のスケーリング指数H によって

p(z, t) = t−Hf
(
t−Hz

)

を満たし, 自己相似に発展するなら, Mk(t)は

Mk(t) = 〈z(t)k〉 ∼ tHk

のように増大し,

λk = Hk, Λk = 0

となって, 成長率 λk は kに線形で, 間欠性指
数 Λk はゼロとなる (非間欠的). 一方, p(z, t)
の発展が自己相似でない時は, λk は kの非線
形関数となって, Λk も kに依存する. この時,
変数 zの分布の発展は (間欠的)であると言わ
れ, 単一のスケーリング指数では, 分布の発展
を不十分にしか特徴づけられない3.

5 モーメントの時間発展

Mikhailov & Loskutovのテキスト [19]に従っ
て, SAPDのモーメントの時間発展を考えよ
う. 空間を考えず, 拡散がない (D = 0)場合
は, SAPDの Langevin方程式は単に

dz(t)
dt

= [α + ζ(t)] z, 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2sδ(t−t′)

となる. これはいわゆる「幾何学的ブラウン運
動」で, zの分布 p(z, t)の従う Fokker-Planck
方程式は

∂p(z, t)
∂t

= − ∂

∂z
{αzp}+

∂2

∂z2

{
sz2p

}

であり, これより

d

dt
〈z(t)k〉 =

d

dt

∫
dzzkp(z, t)

= [kα + (k2 − k)s]〈z(t)k〉

となるので, モーメントMk(t)の成長は

Mk(t) = 〈z(t)k〉 ∼ exp
[
kαt + (k2 − k)st

]

と求められる. 良く知られているように, 成長
率は単に kαではないが, 特に 1次のモーメン
ト (平均値)に関しては,

M1(t) = 〈z(t)〉 ∼ exp[αt]

である. 成長率と間欠性指数は

λk = kα + (k2 − k)s, Λk = (k2 − k)s
3ここでは「間欠性」という言葉を流体乱流の文脈

で使われるのと同じ意味で使っていて, 単に分布の裾が
Gauss分布より重いというだけではなく, 分布の自己相
似性が破れていることを意味する.
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となり, 間欠性指数 Λkがゼロではなく kの非
線形関数なので, z の分布の時間発展は間欠的
である.
次に z が空間に広がっており, 拡散する状

況 (D > 0)を考える. この時,場 z(x, t)の分
布P [z(x), t]の従う汎関数Fokker-Planck方程
式は

∂

∂t
P [z(x), t] =

−
∫

dx
δ

δz(x)

{[
αz(x) + D

∂2

∂x2
z(x)

]
P

}

+
∫

dx
δ2

δz(x)2
{
sz(x)2P

}

であり, これより z(x, t)の k点相関関数

Mk(t, x1, · · · , xk) = 〈z(x1, t) · · · z(xk, t)〉
=

∫
D [z(x)]z(x1) · · · z(xk)P [z(x), t]

について,

d

dt
Mk(t)

=
d

dt

∫
D [z(x)]z(x1, t) · · · z(xk, t)P [z(x), t]

=
[
kα− L̂k

]
Mk(t)

が成立する. ここで演算子 L̂kは

L̂k = −D
k∑

i=1

∂2

∂xi
2
− s

k∑

i6=j

δ(xi − xj)

で与えられ, これは u(x) = −sδ(x)というポ
テンシャルで引力相互作用する量子力学的な k
粒子系の Hamiltonianの形をしている. この
固有値問題 L̂kΨ = µkΨ は Bethe ansatz:

Ψ ∼ exp


−κ

∑

i<j

|xi − xj |



によって解けて, 基底状態のエネルギー固有値
は次の式で与えられることが知られている [2]:

µk = − 1
12

s2

D
(k3 − k)

よって, L̂kの最小固有値を µkとすると, モー
メントMk(t) の成長は漸近的に

Mk(t) ∼ exp [(kα− µk) t]

で与えられるので,

Mk(t) ∼ exp

[
kαt +

s2

12D

(
k3 − k

)
t

]

となり, 成長率と間欠性指数は

λk = kα+
1
12

s2

D
(k3−k), Λk =

1
12

s2

D
(k3−k)

と求まる. 間欠性指数 Λk の表式が k2 ではな
く k3の項を含んでいることから分かるように,
z(x, t)の分布の発展は拡散がないD = 0の場
合よりも, 高次モーメントの成長率が kαから
より大きくずれるという意味で, さらに間欠的
である.
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Figure 5: モーメントMkの時間発展. システ
ムサイズ N = 20, 000.
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Figure 6: モーメントMkの時間発展. システ
ムサイズ N = 107.

6 数値計算 - 有限サイズ効果

以上の間欠性指数に関する結果をまとめると,
D = 0の時, Λk = s(k2 − k), D > 0の時,
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Λk = s2(k3−k)/12Dである. これを数値計算
で確かめてみよう. 変数変換で常に平均成長
率αは 0 にとることができるので, 以下α = 0
とする. Fig.5, 6に, α = 0.0, s = 1.0, D = 3.0
の時のMk(t)の発展を示す.
前章の結果によると, α = 0でも k 6= 1次

のモーメントMk(t)は, s2(k3 − k)/12Dの項
のため, やはり指数的な成長を続けるはずであ
る. しかし, Fig.5から明らかなように, SAPD
方程式が非線形項を持たないにもかかわらず,
本来は指数的に成長するはずのモーメントが,
あっというまに飽和してしまっている. これ
は, 以下で議論するように, 非常に強い有限サ
イズ効果のためである.
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Figure 7: 間欠性指数の数値計算. D = 0.0.
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Figure 8: 間欠性指数の数値計算. D = 3.0.

指数的成長を確認したければ, Fig.6のよう
に非常に大きな系 (Fig. 5の 200倍)を準備し
て, 初期条件からスタートした直後のわずか
な期間を見る必要がある. Fig.7,8にそのよう
にして得られた間欠性指数の数値計算結果を
D = 0.0とD = 3.0の場合について示す. 非
常に大きな系で, ごく初期のデータを使えば,

指数は理論と一致することがわかる4. これは,
有限系における数値計算に限らず, 現実の実験
系でも (非線形効果が効かないような理想的な
実験ができれば)同様な有限サイズ効果が見ら
れるはずである. では, この強烈な有限サイズ
効果の効き始める時間やその後の時間発展は
どのように理解できるだろうか.

7 稀なイベントの統計性

Fig.1から分かるように, SAPDの生成する場
は空間的に非常に間欠的であり, モーメントは
個々のバースト的な場の揺らぎ (以下, 「イベ
ント」)によって決められている. そこで, 以
下では大偏差 (あるいはマルチフラクタル／熱
力学／ Laplace)形式の議論を用いて, Mk(t)
を個々のイベント exp(qt) に分解する.
場のある点に注目し, そこに成長率 q で

exp(qt)のように成長する場の揺らぎがあった
としよう. この揺らぎからのMk(t)への寄与
はその k乗の exp(kqt)である. よって, 成長
率 q のイベントの起こる統計的重率を p(q, t)
とすると, モーメントMk(t)は,

Mk(t) =
∫ ∞

0
exp (kqt) p(q, t)dq

と表されるだろう. 大偏差形式の議論では, 統
計的重率 p(q, t)が tの大きい所で

p(q, t) = C(q, t) exp [−tf(q)]

のように振舞うと仮定される (イベントは「指
数関数的に稀」). ここでC(q, t)は適当な係数
で, f(q)はレート関数 (”rate function”)と呼
ばれる5. f(q)は成長率の有限時間 tでの揺ら
ぎ qが真の期待値に一致する所で極小値 0を
とるような凸関数である [7, 8, 17].

D = 0なら時刻 tでの qは単にノイズ ζ(t)
の有限時間 tでの平均 q(t) =

∫ t
0 ζ(s)ds/tなの

で独立な Gauss乱数の和となり, 上式が成り
立つことを実際に示せ, f(q)も簡単に求める

4実は定性的にしか一致しない. k3 − k の形ではあ
るが, 係数の 0.05は理論の s2/12D とは微妙に異なる.
これは, 本来はフラクタル的な場を示す系を離散化して
数値計算しているためだと思われるが, 詳しくはよく分
かっていないので議論しない. KPZ 方程式の数値計算
についても, スケーリング指数は合うが係数は合わない
ことが知られている [18].

5もちろん数学ではこのようないい加減な形ではなく
きちんとした形で定義される.
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ことができる. この場合の f(q)は, Fig.9に示
すように, 真の期待値 q = −sで極小となる 2
次曲線である. Fig.10に示すように, qの揺ら
ぎの統計的重率 p(q, t)は, 時刻 tが大きくなる
ほど真の値の回りに集中する. 一方, D > 0の
場合は大偏差形が成り立つことを示すのは難
しく (もしかしたら示せるのかもしれないが),
ここでは単にそのように仮定して, 得られる予
想を数値チェックすることで, その妥当性を確
かめることにする.
モーメントはレート関数を使うと

Mk(t) =
∫ ∞

0
C(q, t) exp [(kq − f(q)) t] dq

と表される. この積分は tが十分大きな所で
は指数の肩 kq − f(q) を最大化する q∗(k) で
支配され, 漸近的に

Mk(t) ∼ exp(λkt), λk = max
q

[kq − f(q)]

で与えられる. λk は f(q)の Legendre変換で
ある6.
今の場合, λk の方が解析的に求められてい

るので, 逆 Legendre変換でレート関数を求め
ると, D = 0の時

q∗(k) = (2k − 1)s, f(q) =
(q + s)2

4s

D > 0の時

q∗(k) =
s2

12D
(3k2 − 1), f(q) =

4D1/2

3s

(
q +

s2

12D

)3/2

が得られる. モーメントMk(t)はこの成長率
が q∗(k)のイベントによって支配される7.

8 モーメントの成長の緩和時刻

モーメントの分解を用いると, 指数的成長の緩
和時刻を見積もる事ができる. 時刻 tに有限
サイズ Lの系に見つかる成長率 qのイベント
exp(kqt)の個数は, 大体

N(q, t) = LC0(q, t) exp[−tf(q)]

6この議論は通常のマルチフラクタル解析における特
異指数分布と一般化次元の関係と全くパラレルである.

7この研究会の主題であった ASEP モデルでのレー
ト関数の計算については [4]参照.
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Figure 9: D = 0の時のレート関数 f(q). 縦線
はモーメントMk(t)を支配するイベント q∗kの
位置.

で与えられるだろう (C0は未知の規格化定数).
サイズLの有限系においては, このN(q, t)が
1より十分大きければ成長率 qのイベントはほ
ぼ必ず見つかり, 一方, N(q, t)が 1より十分
小さければ, 事実上ほぼ見つからないであろ
う8. よって, イベント qが見つからなくなる
時刻 t(q) は, 条件 N(q, t) = 1 より, 大体

t(q) =
ln L′

f(q)
(L′ := LC0)

と見積もられる. さて, モーメント Mk(t) は
イベント q∗k で支配されるので, 上の議論より,
q∗(k)のイベントが見つからなくなる時刻

tsat(k) =
ln L′

f(q∗k)

以降は, 指数的には成長しなくなるものと予想
される9.

f(q)のあらわな形を代入すると, Mk(t)の緩
和時刻は, D = 0の時には

tsat(k) =
1

k2s
lnL′

となり, D > 0の時には

tsat(k) =
6D

k3s2
ln L′

となる. よって, モーメントの緩和時刻はシス
テムサイズ L′の対数でスケールされ (そのた
め大きな系でも非常に早く飽和する), また高
次モーメントほど早く緩和する.

81という数は適当で, 典型的な値という意味である.
9ランダム乗法過程においてサンプルの有限性の効果

が顕著に現れること自体は昔から良く知られている [23].

7



−3 −2 −1 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Exp[−t f(q) ]

q
q(k)*

Figure 10: p(q, t)の挙動. tが大きくなるほ
ど真の期待値に集中する. 縦線はモーメント
Mk(t)を支配するイベント q∗kの位置.

9 緩和後のモーメントの成長

では, 緩和後のモーメントの成長はどうなるだ
ろうか. t > tsat(k)では, もはやMk(t)は最適
なイベント q∗kでは決まらなくなる. しかし,ラ
フには時刻 tにサイズ Lの系で可能な最大の
q = q†(t)を持つイベントで大体決まるだろう
と予想できる. そのようなイベントは緩和時
刻の式を逆に解いて

q†(t) = f−1
(

ln L′

t

)

で与えられる. 具体的には, D = 0の時

q†(t) =
(
4s ln L′

)1/2
t−1/2 − s

D > 0の時は

q†(t) = − s2

12D
+

(
3s ln L′

4D1/2

)2/3

t−2/3

となる. この q†(t)がサイズ Lの系で時刻 tに
見つかる最大の成長率 qを持つイベントであ
る. よって, 緩和後のモーメントMk(t)は, ラ
フには

Mk(t) ∼ exp
[{

kq†(t)− f(q†(t))
}

t
]

と見積もられ, D = 0の時,

Mk(t) ∼ exp
[
−kst + k

(
4s ln L′

)1/2
t1/2 − ln L′

]

D > 0の時,

Mk(t) ∼ exp

[
−ks2t

12D
+ k

(
3s ln L′

4D1/2

)2/3

t1/3 − lnL′
]

となる. すなわち, 緩和後のモーメントは, tに
線形な項と tα に比例する項を持つ stretched
exponential な成長を示すことが予想される.
いずれの場合も相対モーメントは

Mk(t)
M1(t)k

∼ exp
[
(k − 1) lnL′

]
.

となる. すなわち, 有限系では間欠性指数 Λk

は 0となって, モーメントの間欠性な成長は抑
えられ, 相対モーメントは系のサイズ Lの対
数でスケールされることが予想される.
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Figure 11: 緩和した相対モーメントの対数. k
への依存性. この図では L = N .
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Figure 12: 緩和した相対モーメントの対数.
lnN への依存性. この図では L = N .

10 数値チェック

まず, 上で求めた緩和した相対モーメントの見
積りを数値的にチェックしよう. Fig.11,12に示
すように, 緩和した相対モーメントは kと ln L
に大体比例しており, 理論と (スケーリングの
意味で)一致している. 次に, 緩和したモーメ
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ントの stretched exponentialな成長を数値的
に確かめよう. 上の結果から, D = 0の時

hk(t) =
[
lnMk(t) + kst + ln L′

]2
/k2

D > 0の時

gk(t) =

[
lnMk(t) + k

s2

12D
t + ln L′

]3

/k3

という関数が, それぞれ tに線形なはずである.
Fig.13, 14に示すように, どちらもある程度の
範囲で直線となり, 理論と一致している. よっ
て, 有限サイズ効果に関する我々のラフな見積
もりは, まあ妥当だったようである.
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Figure 13: lnMk(t) ∼ t+ t1/2の確認 (hk(t) ∝
t). D = 0.0.

0 100 200
time

 0

 200

 400

 600

g k(
t)

k=2.0
k=2.5
k=3.0
k=3.5
k=4.0

Figure 14: lnMk(t) ∼ t+ t1/3の確認 (gk(t) ∝
t). D = 3.0.

11 最適揺らぎの議論

Mikhailov[19, 20]によると,確率過程の経路積
分表式を用いることで,「イベント」exp(kqt)
の発生確率を表すレート関数 f(q) について,
上記のものとは少し異なる議論ができるので,

紹介する. 1 変数の確率微分方程式を考えよう
(この章に限り Stratonovich解釈する):

dx(t)
dt

= f(x)+g(x)ζ(t), 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2sδ(t−t′)

この確率微分方程式の解 x(t) の経路の確率
P [x(t)] は,

P [x(t)] =
∫

D [p(t)] exp {−S[p(t)]}

S[p(t)] =
∫ T

0
dt {p(t)ẋ(t)−H(t)}

H(t) = sg(x(t))2p(t)2 + p(t)f(x(t))

で与えられる. p(t)は運動量に相当する補助変
数である. 最も確率の高い経路 (最適揺らぎ)
は, S[p(t)]の最小値を与える経路なので

δS

δx(t)
= −ṗ− ∂H

∂x
= 0,

δS

δp(t)
= ẋ− ∂H

∂p
= 0

より

dx(t)
dt

= f(x) + 2sg(x)2p(x)

dp(t)
dt

= −df(x)
dx

p(t)− 2sg(x)
dg(x)
dx

p(t)2

で与えられる. ただし初期・終了条件は x(0) =
xstart, x(T ) = xendだとする. ノイズ sが小
さければ, この最適経路 (最適揺らぎ)の起こ
る確率は, 大体

P ∼ exp[−S0]

である. ここで S0は xstartと xendを結ぶ最適
経路での値である.
同様に, 場の確率偏微分方程式

∂z(x, t)
∂t

= ζ(x, t)z + D
∂2z

∂x2

〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 = 2sδ(t− t′)δ(x− x′).

についても, z(x, t)の経路の確率 P [z(x, t)]は

P [z(x, t)] =
∫

D [ρ(x , t)] exp [−S ]

S =
∫

dt

{
ρ(x, t)

∂z

∂t
−H

}

H =
∫

dx

(
Dρ

∂2z

∂x2
+ sρ2z2

)

9



で与えられ, 最も確率の高い場の発展の経路
(最適揺らぎ)は,

∂z(x, t)
∂t

=
∂H

∂ρ(x, t)
= 2sρz2 + D

∂2z

∂x2

∂ρ(x, t)
∂t

= − ∂H

∂z(x, t)
= −2szρ2 −D

∂2ρ

∂x2

を満たす. また, その生起確率は同様に

P ∼ exp[−S0]

で与えられる. これらの方程式は, 非線形
Schrödinger方程式

i
.
ψ= −2ψ2ψ∗ − ∂2ψ

∂x2

において

t → −it, ψ → z, ψ∗ → sρ

として得られるものになっている. よって, 非
線形Schrödinger方程式の静止したソリトン解
[5]を利用すると, 成長率 qの場の最適揺らぎ
として,

zq(x, t) =
q1/2 exp (qt)

cosh
[
(q/D)1/2 (x− x0)

]

が得られる (Fig.15)[19, 20]. これから生起確
率を計算すると,

p(q, T ) = C(q, T ) exp

(
−4q3/2D1/2T

3s

)

となるので, レート関数 f(q)は

f(q) =
4D1/2

3s
q3/2

となる. 面白い事に, このレート関数 f(q)は,
先ほど逆 Legendre変換で求めた f(q)と q が
大きい所で一致 している. すなわち, 我々が
マルチフラクタル形式によって導入し, 漠然と
「イベント」と呼んでいたものは, 実は qが大
きい所での場の最適揺らぎと一致している.

12 拡散結合時空カオスのLya-
punovベクトル

以上の結果は, 拡散結合時空カオスの Lya-
punov指数に関連性を持つので, それを簡単
に述べる.

optimal fluctuation

Figure 15: 最適揺らぎの形状

12.1 Lyapunov指数・ベクトル

ベクトル変数X の従う力学系

dX(t)
dt

= F (X(t))

に与えた摂動 (Lyapunovベクトル) y(t) の従
う方程式は

dy(t)
dt

= DF (X(t)) · y(t) + O(y2)

であり, 系の (最大)Lyapunov指数はこの摂動
の指数的な成長率で定義される:

|y(t)| ∼ |y(0)| exp(λt), λ = lim
t→∞

1
t

ln
|y(t)|
|y(0)|

ここで | · · · |はベクトルの適当なノルムで,

|X|k =

(∑

i

|Xi|k
)1/k

である (通常 k = 2). λはある値に収束するが
(λ > 0なら系はカオス), y(t)は変化し続ける.
十分時間が経つと, y(t)は系に与えた摂動のう
ち, 最もよく延びる方向の成分しか持たなくな
る. さて, Lyapunov指数はノルムを定義する
kによらず同じ値を取るのだろうか. 有限系で
は当然そう期待されるが, 無限系である時空カ
オスではどうなるのだろうか.

12.2 拡散結合写像格子 (CML)

時空カオスの例として, 金子によって導入され
た拡散結合写像格子 (Coupled Map Lattices,
CML)[13, 3]を考えよう:

xt+1
i = f

[
xt

i +
ε

2

{
xt

i−1 − 2xt
i + xt

i+1

}]
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ここで f(x)は適当なカオス写像, xt
iは格子点

iにある写像の時刻 tでの変数, εは拡散定数で
ある. これは Xt+1 = F (Xt)というの形の離
散力学系である. この系のLyapunovベクトル
zの従う式は,

zt+1
i = f ′[· · ·]

(
zt
i−1 +

ε

2

{
zt
i−1 − 2zt

i + zt
i+1

})

で与えられる. 写像の微分 f ′[· · ·]はカオティッ
クに変動するので, 白色 Gaussノイズで近似
して平均と揺らぎに分解し, さらにいくつかラ
フな仮定をして時間空間を連続化して zの発
展方程式を書き換えると SAPD方程式が得ら
れる [22]. Fig.16に実際に数値計算した拡散結
合写像格子の Lyapunovベクトルの例を示す.
Fig.1と非常に良く似ていることが分かる.

0 2000 4000 6000 8000
i

0e+00

2e+112

4e+112

6e+112

8e+112

z i

Figure 16: 拡散結合写像格子の Lyapunovベ
クトル

実はこの類似性は, 対数をとったKPZ方程
式のレベルでは,より正確に確かめられている.
上で得た SAPD方程式の対数を取ると, CML
のLyapunovベクトルの発展方程式は, KPZ方
程式に変形される. 無論, それだけでは単なる
近似的な式変形だが, スケーリング指数などの
数値計算によって,拡散結合CMLのLyapunov
ベクトルの対数をとった場が実際にKPZの普
遍クラスに入ることが, Pikovskyらによって示
されている [22]. この性質は, 複素 Ginzburg-
Landau方程式や蔵本-Sivashinsky方程式など,
他のいくつかの拡散結合時空カオス系におい
ても同様に成立する事も確かめられている.
なお, 上記のLyapunovベクトルに関するも

のとほぼ同等の議論が, ふたつの拡散結合時空
カオスの結合系を考えた時の系の間の「ずれ
ベクトル」zt

i = xt
i − yt

i についてもほぼ同じ議
論が成立する [22, 11]. これは, 例えば時空カ
オスの引き込みを使った暗号通信 [10]の安定
性の議論に役立つかも知れない.

12.3 CMLのLyapunov指数

CMLのLyapunovベクトルをSAPDに従う場
z(x, t)としてモデル化したときのLyapunov指
数は

λk = lim
t→∞

1
t

ln
〈|z(x, t)|k〉
〈|z(x, 0)〉|k

|z(x, t)|k =
(∫

dx|z(x, t)|k
)1/k

で与えられ (〈· · ·〉はノイズによる平均), SAPD
の間欠的な成長に関する結果より, 無限系では
当然 λk は kに依存する. すなわち, 無限系で
は Lyapunov指数 λkはノルムを定義する kに
依存する. 一方, 有限系では非常に強い有限サ
イズ効果によって, モーメントの成長はあっと
言う間に間欠的な成長から非間欠的な成長に
変化する. よって, 無事 Lyapunov指数のノル
ムへの非依存性が回復するはずである.
さて, CMLの Lyapunovベクトルの対数を

とったものがKPZ普遍クラスに属する事は既
に示されているが, 対数をとる前の元のベクト
ルは, SAPDと同じスケーリング指数を示すだ
ろうか. 拡散結合CMLの Lyapunovベクトル
に関する予備的な数値計算によると, k = 4程
度までの間欠性指数は SAPDとよく一致した
が, それより k大きな所では外れた. 緩和後の
ベクトルのモーメントの stretched exponential
的な成長についても, t1/3に従うようにも見え
るが, まだ noisyで確かな事は言えない. より
詳しい数値計算が必要である.

13 まとめ

確率的な自己触媒反応拡散系のモーメントの
成長則を調べた. 無限系においては間欠的な指
数的成長を続けるはずが, 有限系においては非
常に早い時間に飽和して, 非間欠的な成長に移
り変わる. このことを理解するために, 間欠性
指数に関する厳密な結果を利用して, モーメン
トの成長に対する有限サイズ効果を評価した.
その結果, モーメントは稀な場の揺らぎのイベ
ントで決まるが, 有限系ではそのような稀なイ
ベントがすぐに観測されなくなり, モーメント
の成長は saturateすることと, 緩和後のモー
メントの成長が stretched exponential型とな
ることが分かった. また, 稀なイベントのレー
ト関数は, 経路積分を用いた最適揺らぎでの見
積りと q が大きい所で一致した. 応用例とし
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て, 拡散結合 CMLの時空カオスの Lyapunov
ベクトルについて議論した.
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